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作品名稱：六點連線 

 

摘要 

    本研究以六點連線數學遊戲作為研究主題，討論其和局性質與必勝策略，

而為求對其深入的瞭解，我們引進了圖論等相關概念，並特殊化棋盤結構與規

則，以及藉由三維空間觀點分析此平面遊戲棋盤，以從中歸納性質與作推廣，

研究發現單色連線規則，頂點數 4 與頂點數 5 之棋盤有必勝策略，雖仍有發展

空間留待後續研究，但透過這次探討棋局的過程，仍提供我們回顧學校所學觀

念的機會，也期待我們的研究成果，能吸引更多有興趣的人加入，以及未來我

們繼續後續的研究時有紮實的基礎，再發現進而更多有趣的數學性質與觀點。 

 

壹、研究動機 

    國中數學課程中學到不同的平面幾何圖形與性質，也參與過各類型以數學

知識為基礎的活動和遊戲，因此在網路上發現到這個「六點連線」數學遊戲後

馬上吸引了我們的注意，其簡單好上手的規則，讓許多老師都有在中小學帶同

學進行過，深受師生歡迎，對於不同年齡的學生都能刺激思考，富有討論性，

有讓我們想深入一探究竟。 

    六點連線即是雙方每次可選擇相異兩色其一，以直線連接六個頂點中的任

意兩個，先連成同色三角形第三邊的參與方輸。透過幾次嘗試後有了心得：除

了參與方失誤的情形外，許多勝負的發生都在於一方在所有可連接的頂點中，

無論選擇何種顏色連線，均會連接出一個同色三角形，即讓對方取勝，再上網

搜尋資料發現原來這個遊戲和納許棋一樣不會和局，但再深入蒐尋及參考歷屆

科展研究成果，卻沒有得到關於它不會和局的相關說明，因此我們想試著找出

證明六點連線不會和局的方法，並推廣到七點、八點等更多點連線的不同結構

上；且以不會和局的性質為基礎，不考慮失誤的情形下，隨著連線數的增加，

當任一方對任意色均會連接成同色三角形時對方滿足勝利條件，也讓我們對策

略的運用感興趣，更進而想討論對任一方是否存在必勝策略，同理其在不同頂

點數的棋盤上策略異同也富討論性，都加深我們的研究興趣。 

    也期待我們對六點連線數學遊戲的研究成果，能吸引對數學和棋類技藝有

興趣的人員一起加入討論，探討其在不同變體規則或棋盤結構上進行，所具有

的特殊性質，或以此為基礎設計其他相關數學活動。以推廣這樣的富思考性的

數學活動，能讓更多人認識、參與。 

 

貳、研究目的 

一、研究六點連線不會和局之性質的數學性質。 

二、研究六點連線對任意參與方是否存在必勝策略。 

三、歸納六點連線不會和局與策略在不同頂點數的性質。 

四、歸納六點連線不會和局與策略在變體規則的性質。 
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参、研究設備及器材 

紙、筆、螢光筆、電腦、自製六點連線棋盤 

  

透過 GSP 繪圖軟體自製棋盤。本研究

以六點為主，另繪製頂點數為 3、4、

5 的棋盤探討特殊化情形。 

在自製棋盤表面護貝後，由螢光筆書

寫即可透過擦拭而重複使用，以利於

探討及紀錄研究成果。 

 

肆、研究過程或方法 

一、歷屆數學科展作品文獻探討 

屆別 主題 研究內容 

中華民國 

第 58 屆 

步步為「贏」─ 

鋸木塊遊戲之探討 

歸納n × n的鋸木塊遊戲中最多可切的單

位數公式、路徑和必勝策略。 

中華民國

第 45 屆 
圓舞曲 

推算圓上等分點依不同間隔連線的圖形

交點數與區塊數之一般式。 

中華民國

第 56 屆 

遨遊棋盤：與直–橫–斜

一筆畫共舞 

探討一筆畫棋盤迴圈遊戲之最小有解方

格、有解方陣與立體迴圈解。 

中華民國

第 45 屆 
黑格連線 

歸納共點不共邊黑白格相間能連線全部

黑格之棋盤構成邊格數關係。 

嘉義市第 

36 屆 

落「井」下棋——利用

井字遊戲探討搶 15、

3×3×3 立方體井字遊戲

策略 

歸納平面搶 15 井字遊戲與 3×3×3 立方

體井字遊戲中，依據棋盤上不同棋格使

用之相異策略造成先後手必勝、必輸或

和局情形。 

中華民國

第 56 屆 

數字迷宮-雙對角線數字

和最大值之研究 

n × n棋盤中歸納單一對角線與雙對角線

數字和最大值公式與數字填法。 

中華民國

第 54 屆 

它鎖的住我？~手機螢

幕鍵盤鎖之探究 

推算出九宮格圖像的螢幕鍵盤鎖圖形數

為 139880 及設計變體鍵盤鎖圖像 

中華民國

第 47 屆 

方塊地板嵌合形式及任

意三角形數量計數相關

公式之追求與創新 

由生活中常見磁磚之不同排列方式，歸

納相異排列方式之磁磚中，以每邊格數

求得鼎方格總格數及其他相關格數公式 

中華民國

第 55 屆 

層出不窮的彩蛋有

「心」「跡」—圓內接

與外切多邊形及其遞延

圖形性質探討 

探討有心六邊形遞延圖形，發現雙心六

邊形遞延圖形每層均保有雙心性質且對

角線均共交同一點，對邊延長線均共交

同一線。轉動後兩者位置不變 
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綜合討論前述參考之科展作品，數學遊戲方面，「步步為「贏」─鋸木

塊遊戲之探討」及『落「井」下棋——利用井字遊戲探討搶 15、3×3×3 立方體

井字遊戲策略』討論了在該遊戲進行中參與雙方採行策略之情形；「遨遊棋盤：

與直–橫–斜一筆畫共舞」及「黑格連線」則討論該遊戲「有解」的棋盤結

構，「數字迷宮-雙對角線數字和最大值之研究」則歸納在其正方形棋盤上數字

和最大值的公式；「圓舞曲」、「步步為「贏」─鋸木塊遊戲之探討」、「遨遊棋

盤：與直–橫–斜一筆畫共」、「黑格連線」、「它鎖的住我？~手機螢幕鍵盤鎖之

探究」則應用到平面上「點與點之間的連線」的性質，探討其數量公式、策略

運用與棋盤結構之間的關係；『層出不窮的彩蛋有「心」「跡」—圓內接與外切

多邊形及其遞延圖形性質探討』則討論平面上「六邊形」之遞延圖形的幾何性

質，從中整理可以得到：棋盤結構可能影響到數學遊戲的「有解」或「和局」

的產生；連線類型的遊戲可以討論其路徑長短、回合數的多寡以及其必勝（必

輸或和局）策略，進而歸納或公式化。 

    但經我們蒐集的資料，卻未找到以我們「六點連線」為題材的研究作品，

僅有「課堂上的數學遊戲」網站有其相關性質的探討，其簡介中提到六點連線

不會和局，但並未附上證明，且策略運用、相異棋盤與變體規則的介紹也較未

提及，我們蒐集的資料與網路資源也都沒有相關佐證和討論，因此我們將參考

前述歷屆科展作品，擬定研究方向，探討六點連線數學遊戲之棋盤結構和和局

構成條件與必勝策略之間的關係。 

 

二、研究流程圖 

 

蒐集相關資料與確認研究目的 

↓ 

特殊化六點連線 

↓      ↓ 

頂點數為 3、4、5 之單色連線規則  頂點數為 3、4、5 之雙色連線規則 

↓      ↓ 

歸納六點連線進行之可能情形 

  ↓         ↓ 

探討六點連線不會和局之性質  探討六點連線之策略運用 

                             ↓         ↓ 

推廣研究成果與相關發現 

                             ↓        ↓ 

討論變體規則之和局與策略情形  討論增加頂點數之和局與策略情形 

                              ↓    ↓ 

紀錄研究成果 
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三、名詞釋義 

    對本六點連線數學性質研究常出現的名詞定義，整理如下表： 

編號 名詞 說明 

(一) 頂點 存在於六點連線棋盤上提供參與方建立連線的點。 

(二) 連線 在六點連線棋盤上連接相異兩頂點的直線，稱為連線。 

(三) 三角形 在相異三頂點間連成的三條連線均為同色之結構。 

(四) 勝利條件 一參與方連出同色三角形的同時另一方滿足勝利條件。 

(五) 棋盤頂點數 
本研究均以「六點連線」稱之，改變頂點數為 n 時即改

變其盤結構，稱為「頂點數 n 之六點連線」。 

(六) 棋盤連線數 

「頂點數 n 之六點連線」相異兩點間可建立的連線數，

即 n 邊形邊數與對角線數之和：n+
(n−3)n

2
=

𝑛(𝑛−1)

2
。 

(七) Path 若共頂點的連線上存在 n 個頂點則稱 n-path。 

(八) cycle 若 n 個頂點間共頂點連線形成一封閉結構稱為 n-cycle。 

 

四、比較分析 

(一) 六點連線規則說明 

   

1. 雙方決定先後順序後

依序每次在相異兩頂

點間建立一條連線。 

2. 雙方在輪到各自的回

合建立連線時可使用

兩種顏色其中一種。 

3. 當一方連接一同色三

角形的第三邊時，另

一方滿足勝利條件。 

(二) 六點連線規則分析 

    參考課堂上的數學遊戲網站，六點連線規則判別勝利條件之同色三角形以

原棋盤上的六個頂點為主，過程中連線產生的交點不列入考量，連接出同色三

角形第三邊的參與方輸，且雙方兩種顏色都能用於連線，惟一次僅可使用一種

顏色，連接完成後換另一方建立連線。 

    比較常見連線類或平面幾何圖形科展常見研究題材，如前述討之探討之

「井字遊戲」、「鋸木遊戲」、「黑格連線」或如「五子棋」、「納許棋」等，六點

連線較具討論性之特點有：「雙方兩種顏色均可使用」，若以棋子顏色區別雙方

路徑等則一般棋藝參與方均以使用單一顏色棋子較為常見，即六點連線中彼此

建立的連線均可能影響對方勝利條件之滿足；且六點連線「不會和局」，依網站

說明與我們實際嘗試後，不存在平手的情形，存在和局情形之常見平面遊戲如

三階井字遊戲，已證具不會和局性質的數學遊戲則如納許棋等。又棋盤的頂點

數是否影響不會和局情形的成立，此部分即後續本研究討論之。 
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(三) 六點連線勝利條件探討 

    「連接同色三角形的第三邊」者構成另一方滿足勝利條件且該局結束，即

六點連線勝利方之產生是依據「另一參與方輸」的邏輯關係，此規則為參考課

堂上的數學遊戲網站之原版六點連線規則。在「不會和局」性質與「連成同色

三角形者滿足另一方勝利條件」規則下，我們發現下列情形： 

   

    上述情形對輪到該回合之參與方而言，在剩下的可能連線中，無論建立何

種顏色的連線均構成另一方滿足勝利條件（即對該回合參與方來說必輸），故若

能建構出類似結構，使得另一方之所有可行之連線均構成同色三角的第三邊，

即可作為擬定滿足勝利條件之策略。 

    且如前述所提，此勝利條件規則參考網站介紹的原版遊戲，故若「先連成

同色三角形的第三邊者滿足勝利條件」（即與原版規則相反之），可作為變體規

則探討其策略運用與原版規則之異同。 

(四) 不會和局性質探討 

    為了討論六點連線不會和局的性質，我們特殊化六點連線來做討論，分別

以較少之頂點數（頂點數 3、4、5）討論單色連線或雙色連線規則，再透過觀

察圖形規納其規律以推廣至六點連線探討其不會和局性質。 

特殊化單色連線規則 

頂點數 3 頂點數 4 頂點數 5 

   

    頂點數 3 之特

殊化單色連線規則

為先手必輸，根據

連線順序三角形第

三邊之連線必由先

手建立之。 

    頂點數 4 之特殊化單

色連線規則不會和局，且

雙方均可滿足勝利條件。

如左圖輪到後手，無論如

何連線均連成三角形；右

圖反之由先手連成。 

    頂點數 5 之特殊化單

色連線規則不會和局，且

雙方均可滿足勝利條件。

如左圖輪到先手，無論如

何連線均連成三角形；右

圖反之由後手連成。 

    再以特殊化之規則討論必勝策略，我們先以單色連線規則歸納不同頂點數

之棋盤的策略，以期延伸至原六點連線規則。如上圖所示，單色連線規則之頂

點數 3 的棋盤先手必輸是顯而易見的，故首先我們先以頂點數 4 之棋盤進行討

論，分析其先手或後手滿足勝利條件之關係，探討如下。 
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特殊化頂點數 4 棋盤之單色連線規則必勝策略探討 

說

明 

    以上述討論和局情形的結構為基礎，當 結構出現時，後手必

輸，故後手策略在避免此結構的建立；又 結構出現時，先手僅剩兩條

連線可以建立，且任意一條均會連出三角形，故後手策略在連接其結

構。以此原則反覆嘗試進行棋局，我們發現先手必輸，無論先手第一步

如何建立連線，後手依據先手的每一步，如下圖所示均滿足勝利條件。 

圖

示 

開始 

↙    ↘ 

 

先

手         

        

↓                    ↓ 

 

後

手          

        

     ↓                ↙        ↘ 

  

先

手             

         

         ↓            ↓              ↓ 

  

後

手              

           

         ↓            ↓              ↓ 

  先手任意連線必先建立出三角形，後手滿足勝利條件 

結

論 

    在頂點數 4 的棋盤，以單色連線之特殊化規則進行棋局，則先手必

輸。此時我們思考，雖然四個存在於平面上的頂點看起來位置不同，但

以圖論的觀點僅探討點與點之間的連線關係，則四個點對彼此的意義都

是等價的，故以此發現再繼續討論頂點數 5 之策略情形。 
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頂點連線探討 

    延續前述結論，相對於單色連線頂點數 3

之棋盤為「後手必勝」，頂點數 4 為「後手具有

必勝策略」，如右圖情形為先手滿足勝利條件。 

    分析右圖後手未執行必勝策略而使得先手

滿足勝利條件之情形，與前述後手必勝策略做

比較，發現在後手的第一步建立的連線，其

「與先手第一步之連線有共點」，對照上述後手

必勝策略，則後手第一步所建立的連線需連接

不存在於先手第一步連線上之剩餘兩點，即

「後手之必勝策略其第一步連線與先手第一步

連線不共點」。 

    深入探討其原因，其雙方第一步連線不共

點為後手必勝策略的必要條件，我們發現：「此

連線遊戲雖看似在二維平面棋盤上進行，但實

際其和在三維空間中進行意義相同」。遊戲進行

所需用到的頂點，其任意兩點間的關係只有

「連線」與「未連線」兩種，且相異頂點之位

置不影響遊戲進行，頂點也不具序列性，本遊

戲可視為在三維空間中進行。 

開始 

↓ 

先

手 

 
↓ 

後

手 

 
↓ 

先

手 

 
↓ 

後手必先連出三角形，

先手滿足勝利條件。 
 

     以上述三維空間的觀點討論，則此四個頂點間的連線關係即不具有

「邊」與「對角線」的區別，因其在空間中的意義是相同的，如下圖所示。 

    在平面上視為邊與對角線的兩種連接方式，在空間中

是相同的，即右圖的兩種連接方式具相同意義，因為以空

間的觀點來看，這兩種連線都是左

圖空間中頂點連接方式的其中一

種。故本遊戲頂點與頂點間只有

「連線」與「未連線」兩種關係；

連線與連線間也只有「共點」與

「不共點」兩種關係。 

 

 
    再以前述空間中頂點間關係的觀點為基礎，透過老師的介紹，我們引進

圖論的「cycle」、「path」兩個觀念來討論必勝策略。「path」指三個以上頂點

建立的相異連線有共點；「cycle」指三個以上的頂點連線構成至少一個環狀區

域，即起點與終點為相同點的「path」。故本遊戲的判斷勝利

條件是否滿足的「三角形」即為一個「cycle」，其通過三個

頂點，我們以「3-cycle」稱之，如圖所示。以下再以不同頂

點數之「path」與「cycle」討論。 
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頂點連線探討 

    在接著探討「4-cycle」，其通過四個頂點，且以空間觀點「頂點與頂點僅

有連線與否的關係」，下圖所示連線情形皆為「4-cycle」且意義相同。 

 

 

  

    左圖兩種情形皆為「4-cycle」，如同手指將橡皮筋撐

開成矩形，即使透過旋轉使其交叉，仍為連接了四個頂

點的封閉路徑，故其在頂點間的連線意義相等。 
 

    如右圖以「4-cycle」觀點討論頂點

數 4 單色連線規則的必勝策略，會發現

在後手必勝策略的最後一步，均為一個

「4-cycle」的結構，此時先手無論如何

連接頂點，皆會使得後手滿足勝利條

件。因在「4-cycle」形成之後，再進行

任意的連線均會形成一個「3-cycle」，

即滿足對方勝利條件之「三角形」。 

    對照「先手滿足勝利條件」之結構

此時尚未形成任意一個

4-cycle，而後手任意連

線均形成「3-cycle」，先

手滿足勝利條件。 

    再以前述發現為基礎探討頂點數 5 知單色連線規則，雙方是否存在必勝

策略。首先以「頂點間關係只有連線與未連線」的觀點，沒有「邊」或「對

角線」的區別，我們歸納下列幾種情形均為相同意義的。 

     

 

  

    而頂點數 5 之棋盤可能形成的 cycle 有下列幾種： 

    
3-cycle 

   
4-cycle 

   

  5-cycle 
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頂點連線探討 

    前述幾種頂點數 5 棋盤中可能出現的「cycle」情形，相同頂點數的 cycle

在頂點的連線關係中均具有相同的結構。 

    而在頂點數 5 的棋盤中存在如右圖之特

殊結構，雖五個頂點都存在於 path 上，但未

同時連接五個頂點為同一 cycle，故其僅存在

三個 4-cycle，而非「5-cycle」。且棋局進行

中，此結構尚未連接三角形，即「3-cycle」，

但此時任意連線即使對方滿足勝利條件。 

 

三個 4-cycle 

    接著再探討先手與後手雙方策略，以先手而言，其第一步建立的連線皆

為相同的意義，僅單純「五個頂點中取兩個建立連線」；但後手的第一步則有

兩種情形：「與先手第一步建立之連線有共頂點」和「與先手第一步建立之連

線無共頂點」，此時也分別建立「一個 2-path」與「兩個 1-path」，如下圖所示 

    

  先手第一步      後手第一步 

       

 先手第一步      後手第一步 

共頂點 無共頂點 

    再接著以下表討論「3-cycle」、「4-cycle」與「5-cycle」之間的關係 

    「5-cycle」形成後，任意兩頂點

再做連線即同時形成一個「4-cycle」

和一個「3-cycle」，即此時後手無論

如何連線均使先手滿足勝利條件，

因三角形必會被建立。   
    與頂點數 4 棋盤作比較，雖頂點數只增加 1 個，但頂點間的連線關係複

雜許多，透過頂點數 4 的棋盤我們歸納了頂點與連線之性質，且也嘗試出後

手必勝的策略；但在頂點數 5 的棋盤中，以窮舉法探討策略是相當有難度

的，且部分性質與頂點數 4 之棋盤具有差異，如「頂點數 4 棋盤連接 4-cycle

則後手必勝」，但「頂點數 5 棋盤連接 5-cycle 則先手必勝」，故為了探討其策

略，我們對頂點數 5 之棋盤做歸納，統整前述發現，以下列幾個原則探討單

色連線規則之必勝策略，就可以類化至所有具相同意義的頂點連線過程。 

1.「頂點與頂點間只有連線與未連線兩種關係。」 

2.「連線與連線間只有共頂點與未共頂點兩種關係。」 

3. 相同頂點數的「cycle」具相同意義，即對勝利條件的達成有相同影響。 

4. 「5-cycle」內任意兩點連線同時建立一個「4-cycle」與一個「3-cycle」； 

  頂點數 5 之棋盤可同時存在「兩個 4-cycle」。 
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特殊化頂點數 5 棋盤之單色連線規則必勝策略探討 

說

明 

    以上述討論為基礎，先手的第一步僅為單純將五個頂點間任取兩個

做連線，其意義皆為相同的，以下以 作為先手的第一步探討，可

類推至其他情形。而後手的第一步僅有兩種：與先手第一步連線共頂點

或不共頂點，我們發現，若後手第一步連線不與先手共頂點，則後手必

勝，以 討論之並類推，即頂點數 5 之單色連線規則為後手必勝。 

圖

示 

                              開始              

                ↙       ↓           ↓       ↘ 

先

手 

 

            ↓           ↓           ↓           ↓ 

後

手 

 

            ↓           ↓           ↓           ↓ 

先

手 

 

            ↓           ↓           ↓           ↓ 

後

手 

 

            ↓            ↓            ↓           ↓ 

先

手 

 

            ↓            ↓           ↓           ↓ 

後

手 

 

               ↘        ↓           ↓       ↙ 

先手任意連線必先建立出三角形，後手滿足勝利條件 

結

論 

   在窮舉頂點數 5 之所有頂點連接情形較為困難的前提之下，我們依據

「頂點與頂點間只有連線與未連線兩種關係」之原則，以部分情形類推

至全部，可以確認在單色連線的規則下，仍是後手必勝。其策略在於

「後手第一步之連線須與先手第一步連線不共頂點」，而 與 

或 都是意義相同的，皆滿足雙方第一步連線不共點之情形，

且為後手勝利的策略。又 和 皆為「兩個 4-cycle」，而「5-

cycle」之 結構則明顯是後手滿足勝利條件，因此時任一連線皆同時

產生一個「3-cycle」和「4-cycle」，故歸納「一個 5-cycle 與三個 4-cycle」

均使後手滿足勝利條件。頂點數 5 之單色連線規則後手必勝。 
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頂點連線探討 

    討論前述情形，在後手行使必勝策略的情形下，於頂點數 5 之棋盤建構

出「三個 4-cycle」時，則先手無論如何連線均會連出一個三角形，而由前述

探討可以知道，頂點間的連線若以「path」和「cycle」的觀點來看，符合相同

頂點間連線關係結構可視為意義相同的，如下圖探討 和 「三

個 4-cycle」之分析。  

  

如左圖，這兩種情形

雖然視覺上具有差

異，但實際上是意義

相同的結構，如紅色

標註的連線均連接了

4 個頂點，形成三個

「4-cycle」。以此為基

礎類推至其他結構。   

    有了上述「三個 4-cycle」的概念後，我們接著分析其與後手必勝策略的

邏輯關係，主要在後手第一步連線「須與先手第一步連線不共點」，又我們知

道如 都是雙方第一步連線不共點之相同意義

的結構。前述的討論即以 為主作類推，而當後手第一步連線與先手第

一步連線不共點時，可讓接下來先手第二步連線必與前兩條雙方連線共頂

點，如下圖所示，可能形成「3-path」或「一個 1-path 和一個 2-path」。 

 

而後手接著先手的 path，可連接出「4-path」以及 的結構如下圖。 

 

如前述頂點數 4 棋盤探討 4-cycle 在單色連線的規則下對連接成三角形的影

響，在頂點數 5 的棋盤中，當產生上圖的結構時，將有利於後手最終建立出

如 和 等「三個 4-cycle」的結構，並使得先手必連出三角形。 

    而若後手第一步連線與先手第一步連線共點如  則此情形不為後手

的必勝策略，除非先手再將其連接回 之結構，否則後手未必能滿足勝

利條件，而當後手第一步與先手第一步不共點後，策略以連成三個 4-cycle 為

主，使先手先連成一個 3-cycle，即滿足勝利條件。 

    統整前述研究發現，在單色連線規則下，頂點數 4 與頂點數 5 之棋盤後

手均具必勝策略，且我們也發現 4-cycle 對於雙方先連成三角形的影響。以下

再以此為基礎，討論單色連線規則頂點數 6 之棋盤，雙方的策略運用。 
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頂點數 6 單色連線探討 

    延續前述「cycle」之觀念，探討頂點數 4 單色連線規則之頂點間連線關

係，討論如下表： 

6-cycle 

 

 

頂點數 6 之棋盤當建構出 6-

cycle 時，此時輪到先手再做下

一步連線，可以發現存在建構

出兩個 4-cycle 的情形。 

 

除了上述兩個 4-cycle 之情形

外，也可能由先手分割出一個

5-cycle 與一個 3-cycle，此時後

手滿足勝利條件。 
 

5-cycle 

 

 

 

5-cycle 建構出來後，此時再輪到

後手連線，其僅能就 cycle 內再

連線，或與剩餘一頂點連線做選

擇，若以 cycle 內任一點與剩餘

頂點連線，則會形成一個 5-cycle

與一個 1-path。 

 

 

若在 cycle 內再做分割，在此 5-

cycle 之頂點中任取兩頂點做連

線，必形成出一個 4-cycle 與一個

3-cycle，如圖所示，此時因後手

連出一個三角形，先手滿足勝利

條件。 
 

4-cycle 

 

 

 

4-cycle 結構建立後，此時輪到先手連

線，若考慮對 cycle 外進行連線，可

能建構出一個 4-cycle 和一個與 cycle

共頂點的 1-path。 

 

而若對剩餘的兩個頂點做連線，則建

構出一個與 cycle 不共頂點的 1-path 

 

cycle 內任意取兩個頂點做連線，則

必形成 3-cycle(後手滿足勝利條件)。 
 

    在單色連線規則下，頂點數 5 之棋盤出現 5-cycle 時與頂點數 4 之棋盤出

現 4-cycle 時，下一步連線者必連出 3-cycle，使對方滿足勝利條件；但頂點數

6 之棋盤，卻可能使雙方再繼續連出「4-cycle」。  
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頂點數 6 單色連線探討 

    而有了前述基礎後，我們仿照前面頂點數 4、頂點數 5 探討必勝策略的

方式建構棋局，但卻發現，即使我們以「頂點與頂點間只有連線與未連線之

兩種關係」的原則，歸納相同結構的棋局形式做類推，頂點數 6 的棋盤仍然

複雜許多，相同意義的棋盤結構在判定上較不直觀，因此我們調整作法，想

到以「逆推」的方式，模擬其可能的策略進行，再以「互補」的原則推倒其

「順向進行的棋局」，以下表說明之。 

例如我們想知道「已連成 11 條連線的棋局」結

構，不考慮各連線出現順序，列出其中一種情形如

右圖，並以虛線表示未連成的連線，並改變其虛線

與實線之間的相對位置關係，模擬並歸納相同連線

數之各種可能的棋盤結構，以分類後討論與分析頂

點數 6 之棋盤可能的策略運用。  

而前述的「逆推」模擬棋局進行的結果，若將「虛

線」（未連成的連線）改為實線，並同時去掉其他

已連成的連線，即為另一種已連成連線數不同的另

一種棋局結構，我們稱之為「互補結構」，兩種結

構構成六邊形 6 個邊與所有對角線。可幫助我們同

時探討多種不同的棋局結構，增進資料的完整性。  

    而為求對頂點數 6 之棋盤可能棋局結構瞭解的增進，我們先以窮舉法盡

可能列出各種不同已連線數之結構，歸納相同意義結構，紀錄不同連線關

係，我們先已盡量列出為原則，將已連成三角形的結構一起納入討論，因其

「互補結構」可能即符合正式遊戲規則。 

 

如左圖，逆推「已連出 13 條連

線」之結構，雖其現實上不可能出

現，因已連成三角形，但我們一起

列入討論，從其出現的三角形數與

互補結構分析規律。 

    我們同時列出不同已連線數之棋局模擬與其互補結構，同時並列之如下

表所示，檢驗其頂點間連線關係，「cycle」與「path」的構成，其中雖涵蓋不

可能在正式棋局規則出現的結構，但因其同時也對應另一個互補結構，可透

過互補結構討論其已連線數的情形，我們先盡量窮舉之，再行歸納分析後，

探討雙方策略運用。六邊形對角線數與邊數和為 15，即我們模擬的棋局已連

線數和其互補結構連線數和為 15，以下主要以「不同以連線數之棋局與其互

補結構」兩種情形分別整理，詳列於下。 
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頂點數 6 單色連線探討 

已連線數 14 

互補結構即為遊

戲開始的第一步

連線，6 個頂點

中任取 2 個，僅

一種結構。  

已連線數 13 

在已連出 13 條

連線的結構中，

若以互補結構的

觀點來看，則僅

有「兩條連線共

頂點」與「兩條

連線不共頂點」

兩種，即已連線

數 13 僅兩種結

構。 

 

 

已連線數 12 

  如前述以「互

補結構」的觀點

探討，則有「三

個 1-path」、「一

個 2-path 與一個

1-path」和「一

個 3-path」等情

形，即以連線數

12 僅三種意義不

同的結構。 
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頂點數 6 單色連線探討 

已連線數 11 

    我們以「逆

推」和「互補」

來分析頂點數 6

之棋盤可能情

形，以做歸納與

簡化，但從已連

線數 11 開始，

可能連線情形又

更複雜化，如圖

可以觀察到，以

「互補結構」來

看，可能出現

「一個 3-path 和

一個 1-path」、

「四個 1-path」、

「一個 4-path」、

「兩個 2-path」

等等的結構。 
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頂點數 6 單色連線探討 

已連線數 10 

再繼續討論已連

線數 10，若原結

構未出現三角

形，其互補結構

可能出現。互補

結構連線數為

5，其可能出現

「5-path」、「4-

cycle 和 1-

path」、「3-cycle

和兩個 1-path」、

「5-cycle」、「3-

path 和 2-path」

等結構。 
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頂點數 6 單色連線探討 

已連線數 9 

    互補結構連

線數 6，可能出

現結構有：

「4cycle 和 2-

path」、「3-cycle

和 3-path」、「6-

path」、「兩個 3-

cycle 和 1-

path」、「4-cycle

和 3-cycle」及

「4cycle 和 1-

path」等等。 
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頂點數 6 單色連線探討 

已連線數 8 

    互補結構連

線數為 7，可能

出現「兩個 4-

cycle」、「4-cycle

與 3-cycle」、「4-

cycle、3cycle 與

1-path」、「四個

3-cycle 與 1-

path」、「5-cycle

與 4-cycle」等不

同的結構。 
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頂點數 6 單色連線探討 

    時間的關係，我們討論還未能明確歸納其必勝策略存在與否，但在這些

棋局結構的的資料中，我們發現考慮正式遊戲規則，連成三角形則另一方滿

足勝利條件，其已連線數（不含最後畫完三角形的那一條連

線），不超過 10，且僅存在此已連線數 9 之結構（即六邊形的

全對角線與六個邊），且未形成任何三角形，如圖所示，此時

任意將兩頂點連線即建立出一個三角形。 

    又我們分析發現，此頂點間連線的遊戲，其結構其實可以轉換成「數數

奪標」遊戲思考。常見的「數數奪標」遊戲即「雙方規定每次可數的數量及

最後數到何數為輸」，例如：規定每人一次最多可數 3 個數，數到 15 的人

輸，此類遊戲也有相當多的探討和研究，歸納先手或後手的必勝策略。 

而之所以兩個遊戲結構類似，以下舉例說明： 

 

如圖，棋局每次開始時，雙方任取兩點建立

連線，所有可能連線數總共為 15（邊數與

對角線數和），故遊戲開始後，先手連接第

一步連線，總連線數即減 1，剩 14 條可進

行連線，此時輪到後手，若其第一步連線與

先手不共點，則總連線數再減 1；若共頂點

則總連線數再減 2。 

 

又如雙方各連接兩條連線後，如圖紅色的部

分即為連了就產生三角形的連線，故雖然僅

連 4 條，實際上總連線數卻是減 7（4 條已

連與 3 條不能連），雙方不同的連線會對總

連線數的減量產生不同影響，可能僅少 1 條

或同時減少 2~3 條等，此情形即類似數數奪

標一次要數 1~3 個數的意義。 

 

延續上圖，此時先手再連接一條，原本總連

線數減 7，但再連圖示的這一條後，總連線

數即再減 2（包含不能連的紅色連線），故

此遊戲即從總連線數 15，雙方每次減不同

的連線數，將 15 減完時遊戲結束且僅有一

方滿足勝利條件，過程中可估計需減的連線

數量做為策略考量。 

    但兩種遊戲間卻也存在差異，如傳統數數奪標遊戲雙方每一回和都可自

由決定欲數的數量（至規定上限），但在此連線規則中，先手第一步均僅能使

總連線數減 1，後手第一步則有減 1 或減 2 的選擇；數數奪標可以透過分析歸

納哪一方具必勝策略，故我們猜想單色連線頂點數 6 六點連線也能歸納之。 
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伍、研究結果 

    雖本研究規劃先特殊化單色連線規則後，再討論雙色連線，以求得其不會

和局與必勝策略之相關分析，但時間的關係，我們僅探討到單色連線之特殊化

規則，但從中連想到以圖論的「cycle」與「path」觀念，或者參考數數奪標遊戲

結構，探討其必勝策略，相信也為日後的研究立下基礎，也引起我們繼續研究

的興趣。而我們歸納目前的研究結果如下： 

一、單色連線規則頂點數 4 之棋盤，後手有必勝策略：後手第一步連線不與先

手第一步連線共頂點，建立 4-cycle 後其後手必勝。 

二、單色連線規則頂點數 5 之棋盤，後手有必勝策略：後手第一步連線不與 

先手第一步連線共頂點，建立三個 4-cycle 後其後手必勝。 

陸、討論 

除了簡化棋盤頂點數，我們也初步嘗試將雙色連線規則特殊化為單色，從

連線數偶數或奇數即可瞭解輪到先手或先手下。頂點數 3 之情形先手必輸；而

頂點數 4 及頂點數 5 則雙方均可能連成三角形，以致對方滿足勝利條件，再以

此為基礎，回復原雙色連線規則再以頂點數 3 至 5 探討如下。 

雙色連線規則 

頂點數 3 頂點數 4 頂點數 5 

   

    頂點數 3 存在和局

情形，只要出現和先手

不同顏色之連線必構成

和局結果。 

    頂點 4 存在和局情

形，若欲建構三角形必

須連接對角線，故對角

線與邊異色即構成和局 

    頂點數 5 存在和局

情形，如頂點數 4 對角

線與邊的關係，對角線

與邊異色即構成和局。 

    另外我們也探討本次研究對雙色規則的類推，如同頂點數 6 之棋盤其 cycle

與 path 的關係涵蓋頂點數 5 或頂點數 4 的結構（如頂點數 6 棋盤存在 5-cycle、

4-cycle 等），我們認為目前對單色規則頂點數 6 的結構探討皆為包含在雙色規則

的子結構，且如前所述在單色連線規則頂點數 6 之棋盤，若以數數奪標的遊戲

進行方式做對應，我們猜測其也有必勝策略存在，推廣雙色規則亦然。 

    故我們規劃未來研究方向，也提供有興趣研究的人建議：歸納單色連線規

則頂點數 6 棋盤之必勝策略、分析單色連線規則之各頂點數棋盤與如數數奪標

等其他數學遊戲之關係、推廣至雙色連線規則分析頂點數 6 以上之棋盤其必勝

策略運用。 
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柒、結論 

一、此六點連線遊戲，無論頂點數與頂點間距離如何，頂點間的連線關係可以

由三維空間的觀點解釋，僅具連線與未連線兩種關係，以平面圖形觀點來看的

「邊」或「對角線」等在此遊戲中其實是具相同意義的。因此引進圖論

「cycle」、「path」觀點，連接相同頂點數 cycle 與 path 對棋局策略有相同影響。 

二、此六點連線遊戲，在特殊化單色連線規則中，頂點數 4 的棋盤後手有必勝

策略：其雙方各自的第一步連線需不共頂點，連成 4-cycle 之結構後手必勝；頂

點數 5 的棋盤後手亦具必勝策略，雙方各自第一步連線不共頂點，連成三個 4-

cycle 後手必勝。 

三、後續研究方向有：驗證單色連線規則頂點數 6 之棋盤具必勝策略的猜想、

歸納六點連線與其他如數數奪標等數學遊戲之邏輯關係、類推雙色連線規則必

勝策略之探討等。 
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