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作品名稱：格格不入嗎? 

摘要： 

        一個由邊長 1 的小方格組成 3×7 或 4×7 的矩形，任意地把這些小方格塗上兩種顏 

     色的其中一種，是否一定可以找到四角同色的矩形呢? 

         答案：是肯定的。 

         可是若我們這樣問：將一個由邊長 1 的小方格所組成的矩形，任意地把這些小方格 

     塗上某種顏色，是否一定要塗一半以上才必然可以找到四角同色的矩形呢? 

         這就是我們研究的主題，我們由實例出發找出一種方法來解釋，到底要塗幾格，不 

     論塗色的格子是如何安排都能保證存在著四角同色的矩形。 

壹、研究動機： 

       在兩本書上分別看到如下的題目：其一是：「一個 3×7 的矩形中有 21 個邊長為 1 的 

    小方格，把這些小方格都隨意塗成紅色或白色，求證：一定可在圖上找到一個由小方格 

    組成的矩形，它的四角處的小方格同色 。」 

    其二是：「長方形長 7、寬 4(長度單位) 。對其中 28 個單位正方形隨意分別刷上白 

色或黑色。證明：任何一種刷色方法一定會出現有四角上單位正方形都是同色的長方形。」 

針對第一個問題，我和數研社的同伴隨手畫了幾個圖，果然都存在著某矩形其四個角落 

的小方格不是全紅色就是全白色。這使我們覺得很好奇，而且從題目看起來，好像只要 

某種顏色的小方格數達到總格數的一半以上時，就必存在著某矩形其四個角落的小方格 

都塗著那種顏色，好神奇哦! 

    我們想這種現象是否對所有由小方格構成的矩形都成立呢?也就是說，只要我們將某 

種顏色塗到小方格中，使塗色的小方格數達到總格數的一半以上時，必存在著某矩形其 

四個角落的小方格都塗著那種顏色。如果成立，如何證明呢? 如果不成立，那至少要塗 

幾格呢? 

    於是我和同伴便踏上探究的旅程。 

貳、研究目的： 

  一、探討原問題並證明。 

  二、將原問題中矩形的小方格總數改變，探討必須塗幾格，不論塗色的位置如何安排，都 

      能「保證」能得到四角同色的矩形。 

  三、將原問題改為雙人遊戲：兩人各代表一個顏色，輪流塗色，先讓一個矩形的四角落小 

      方格同色即獲勝。 

叁、研究器材與設備：  

     計算紙、筆、圍棋的棋子、各種各樣的方格紙、word 和 excel 軟體、人腦和挑戰的心。                   

肆、研究過程與方法： 

  一、探討原問題並證明： 
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    (一)「一個 3×7 的矩形中有 21 個邊長為 1 的小方格，把這些小方格都隨意塗成紅色或白 

         色，求證：一定可在圖上找到一個由小方格組成的矩形，它的四角處的小方格同 

         色。」 

         我們先將 3×7 矩形的小方格任意的標示出紅色或白色，發現好像不管怎麼塗都會有 

         四角同色的矩形存在，可是這樣的塗法應該有很多種，而且有時是四角處的小方格 

         同是紅色，有時是白色。於是我們決定先簡化題目，以一個顏色來看，因為總方格 

         數是 21，所以一定有一種顏色至少 11 格，那 11 格會不會就是答案?對此，我們進 

         行以下的討論和說明： 

         註：為了方便討論或說明，我們以黑色棋子代表塗色。 

      1、 73× ：塗 11 格 

 

)()()(11 第三列塗格數第二列塗格數第一列塗格數 ++= ， 

列與列之塗格數可對調 

        但為方便討論，我們採取以下原則： 第三列塗格數第二列塗格數第一列塗格數 ≥≥  

        另外，為了保證某一情況是否真的成立，我們還採取一個原則，即每排完一列要再 

        排下一列時，故意排在會形成反例的位置，如果這樣都還能成立，那就表示結論一 

        定正確。 

      若 04711 ++= ，則一定成立(即一定可在圖上找到四角同色的矩形) 

      若 13711 ++= ，一定成立 

      若 22711 ++= ，一定成立 

      若 05611 ++= 、 14611 ++= 、 23611 ++= ，也都一定成立 

      若 15511 ++= 、 24511 ++= ，也都一定成立 

      故只需討論以下 2 種情況： 

        (1) 33511 ++=  

           [說明]： 

 

           第一列的 5 格排哪五行不影響答案，故盡量排連在一起， 

           第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行，往後的原則相同 

           第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，可是這樣的話，左 
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           邊的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是能成立。 

        (2) 34411 ++=  

           [說明]： 

 

           第一列的 4 格排哪四行不影響答案，故盡量排連在一起， 

           第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行，  

           第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，可是這樣的話，左 

           邊的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是能成立。 

      小結：「一個 3×7 的矩形中有 21 個邊長為 1 的小方格，把這些小方格都隨意塗成紅色 

             或白色，則一定可在圖上找到一個由小方格組成的矩形，它的四角處的小方格 

             同色 。」結論是正確的。 

      2、 73× ：塗 10 格 

          
      若 12703710 ++=++= (都一定可以在圖上找到四角同色的矩形) 

      若 13604610 ++=++= (也都一定可以在圖上找到四角同色的矩形) 

      若 14510 ++= (也一定可以在圖上找到四角同色的矩形) 

      故只需討論以下 4 種情況： 

        (1) 22610 ++=  

           [說明]： 

            

           第一列的 6 格排哪六行不影響答案，故盡量排連在一起， 

           第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行，  

           第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，這樣的話，只要在 

           左邊的黃色區和右邊的紫色區必須各塗 1 格，就可形成反例。 
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        (2) 23510 ++=  

            
           [說明]：出現反例。 

        (3) 24410 ++=  

            
           [說明]：出現反例。 

        (4) 33410 ++=  

           [說明]：參考以下 2 圖 

           第一列的 4 格排哪四行不影響答案，故盡量排連在一起， 

           第二列為了讓它形成反例，故與第一列最多只能有一格在同一行， 

           所以有以下兩種排法： 

          (a) 

             
            出現反例。 

          (b) 

             

            不出現反例。 

      小結：一個 3×7 的矩形中有 21 個邊長為 1 的小方格，把某些小方格塗上顏色，只塗 

            10 格，不一定可在圖上找到一個由小方格組成的矩形，它的四角處的小方格同 

            色 。 
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    (二) 「長方形長 7、寬 4(長度單位) 。對其中 28 個單位正方形隨意分別刷上白色或黑 

          色。證明：任何一種刷色方法一定會出現有四角上單位正方形都是同色的長方形。」 

      1、 74× ：塗 14 格 

          

        若 += 714 ( )+ ( )+ ( ) ，則( )內必有一數 3≥ ，一定成立， 

                                      必能找到四角同色的矩形。 

        若 += 614 ( )+ ( )+ ( ) ，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

        若 += 514 ( )+ ( )+ ( ) ，且( )內若有 5 或 4 的，也一定成立 

        故只需討論以下 3 種情況： 

        (1) 333514 +++=  

          

          第一列的 5 格排哪五行不影響答案，故盡量排連在一起， 

          第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行， 

          第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，可是這樣的話，左邊 

          的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是能成立。 

        (2) 244414 +++=  

          [說明]： 

          

         第一列的 4 格排哪四行不影響答案，故盡量排連在一起， 
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         第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行 

         第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，可是這樣的話，左邊 

         的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是能成立。 

        (3) 334414 +++=  

           [說明]： 

            

          第一列的 4 格排哪四行不影響答案，故盡量排連在一起， 

          第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行 

          第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，可是這樣的話，左邊        

          的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是能成立。 

    小結：「長方形長 7、寬 4(長度單位) 。對其中 28 個單位正方形隨意分別刷上白色或黑 

          色。證明：任何一種刷色方法一定會出現有四角上單位正方形都是同色的長方形。」 

          結論是正確的。 

      2、 74× ：塗 13 格 

         

      若 += 713 ( )+ ( )+ ( ) ，則( )內必有一數 2≥ ，故一定成立， 

                               即找得到四角同色的矩形 

      若 += 613 ( )+ ( )+ ( ) ，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

      若 += 513 ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 5 或 4 的，也一定成立 

      故只需討論以下 4 種情況： 

        (1) 233513 +++=  

           [說明]： 
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          第一列的 5 格排哪五行不影響答案，故盡量排連在一起， 

          第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行， 

          第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，可是這樣的話，左邊 

          的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是能成立，不出 

          現反例。 

        (2) 144413 +++=  

           [說明]： 

           

          第一列的 4 格排哪四行不影響答案，故盡量排連在一起， 

          第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行， 

          第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，可是這樣的話，左邊      

          的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是能成立，不出 

          現反例。 

        (3) 234413 +++=  

           [說明]： 

            
          第一列的 4 格排哪四行不影響答案，故盡量排連在一起， 

          第二列為了讓它形成反例，故與第一列只能有一格在同一行 
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          第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，可是這樣的話，左邊 

          的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是能成立，不出 

          現反例。 

        (4)若 333413 +++=  

           [說明]：參考以下 2 圖 

           第一列的 4 格排哪四行不影響答案，故盡量排連在一起， 

           第二列為了讓它形成反例，故與第一列最多只能有一格在同一行， 

           所以有以下兩種排法： 

          (a) 

            
           第三列，左邊的黃色區或右邊的紫色區必有一區至少要塗 2 格，所以到最後還是 

           能成立，不出現反例。 

          (b) 

            

           第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，那麼就只能塗黃色 

           區一格、紫色區一格及最右邊一格 

           第四列，若塗打「×」的某一格，就成立了，所以故意不塗， 

           可是到最後還是會出現反例。 

    小結：「長方形長 7、寬 4(長度單位) 。對其中某些單位正方形隨意刷上某顏色。 

          若只塗 13 格，則不一定可在圖上找到一個由小方格組成的矩形，它的四角處的小 

          方格同色。 

 

  二、將原問題中矩形的小方格總數改變，探討必須塗幾格，不論塗色的位置 

      如何安排，都能「保證」能得到四角同色的矩形： 
            原本我們想，是不是只要塗的格數達到總格數的一半以上(如：總格數 21 格， 

        塗 11 格；總格數 28 格，塗 14 格)時，不論塗色的位置如何安排，都能「保證」能 

        得到四角同色的矩形。可是當我們探討 75× 的矩形時，塗 15 格能找到反例，可是塗 

        17 格，甚至塗 16 格都找不到反例。以下詳細說明： 
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    (一) 75× ： 

          

      1.塗 16 格(
2

75
16

×< ，少於一半) 

        若 += 716 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，故一定成立， 

          找得到四角同色的矩形 

        若 += 616 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

        若 += 516 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 5 或 4 的，也一定成立 

        故只需討論以下 6 種情況： 

        (1) 2333516 ++++=  

           
          [說明]：不出現反例。 

        (2) 0444416 ++++=  

           

          [說明]：不出現反例。 

        (3) 1344416 ++++=  



 - 11 -

          

         [說明]：不出現反例。 

       (4) 2244416 ++++=   

          

         [說明]：不出現反例。 

       (5) 2334416 ++++=  

          

         [說明]：不出現反例。 

        (6) 3333416 ++++=  

         [說明]： 

         第一列的 4 格排哪四行不影響答案，故盡量排連在一起， 
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         第二列為了讓它形成反例，故與第一列最多只能有一格在同一行， 

          所以有以下(a)(b)兩種排法： 

(a)-1                            (a)-2 

      
         第三列，若塗打「×」的那一格，就成立了，所以故意不塗，另外為了讓它形成反 

         例，黃色區和紫色區都必須只塗 1 格， 

         第四列，若塗到打「×」的格子，就成立了，所以故意不塗，另外為了讓它形成反     

         例，紅色區必須只塗 1 格， 

         第五列，不管怎麼避，到最後還是能成立，不出現反例。 

          (b) 

             

            不出現反例。 

    小結：一個 5×7 的矩形中有 35 個邊長為 1 的小方格，把某些小方格塗上顏色，若塗 16 

          格，則一定可在圖上找到一個由小方格組成的矩形，它的四角處的小方格同色 。 

 

      2. 75× ：塗 15 格 

          

         若 += 715 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 2≥ ，故一定成立(不出現反例) 

         若 += 615 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 
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         若 += 515 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 5 或 4 的，也一定成立 

         故只需討論以下 8 種情況： 

        (1) 1333515 ++++=  

           
          [說明]：不出現反例。 

        (2) 2233515 ++++=  

           

          [說明]：不出現反例。 

        (3) 0344415 ++++=  

           

          [說明]：不出現反例。 

 

        (4) 1244415 ++++=   
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          [說明]：不出現反例。 

        (5) 1334415 ++++=   

            

           [說明]：不出現反例。 

        (6) 2234415 ++++=   

            
           [說明]：不出現反例。 

        (7) 2333415 ++++=   
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           [說明]：出現反例如上。 

        (8) 3333315 ++++=   

            
           [說明]：出現反例如上。 

 

    小結：一個 5×7 的矩形中有 35 個邊長為 1 的小方格，把某些小方格塗上顏色，若只塗 

          15 格，則不一定可在圖上找到四角同色的矩形。(會出現反例) 

 

    (二) 由上面的討論中，可知道總方格數的一半不一定是所需塗得最少格數，因此我們決 

         定逐一探討，由二列開始，然後三列，…。 

        方法是：先找反例，若找不到反例，就想辦法證明。 

      1.二列的情形：2×n( 2≥n )   2 列 n 行 

        先列出反例如下 

2×2(2 列 2 行)塗 3 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

2×3(2 列 3 行)塗 4 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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2×4(2 列 4 行)塗 5 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

2×5(2 列 5 行)塗 6 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

2×6(2 列 6 行)塗 7 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

2×7(2 列 7 行)塗 8 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

2×8(2 列 8 行)塗 9 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

2×9(2 列 9 行)塗 10 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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2×n( 2≥n )：至少需要塗幾格才能保證必定存在有四角落皆塗色之矩形 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 

至少需要

塗幾格 

4 5 6 7 8 9 10 11 

證明：略。 

 

 

 

      2.三列的情形：3×n( 3≥n )   3 列 n 行 

        先列出反例： 

3×3(3 列 3 行)塗 6 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

3×4(3 列 4 行)塗 7 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

      
 

3×5(3 列 5 行)塗 8 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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3×6(3 列 6 行)塗 9 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

3×7(3 列 7 行)塗 10 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 
(請參考前面說明) 

 

3×8(3 列 8 行)塗 11 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

3×9(3 列 9 行)塗 12 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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3×10(3 列 10 行)塗 13 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

3×n( 3≥n )：至少需要塗幾格才能保證必定存在有四角落皆塗色之矩形 

n 3 4 5 6 7 8 9 10 

至少需要

塗幾格 

7 8 9 10 11 12 13 14 

我們以 3×10(3 列 10 行)為例說明如下： 

[說明]： 103× ：塗 14 格 

 

只塗 13 格，已發現反例，若塗 14 格是否恆成立呢? 

若 += 1014 ( )+ ( )，則( )內必有一數 2≥ ，故一定成立 

若 += 914 ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

若 += 814 ( )+ ( )，且( )內有 6 或 5 或 4 的，也一定成立 

故只要討論 += 814 3+ 3 

若 += 714 ( )+ ( )，且( )內有 7 或 6 或 5 的，也一定成立 

故只要討論 += 714 4+ 3 

若 += 614 ( )+ ( )，且( )內有 6 的，也一定成立 

故只要討論 += 614 5+ 3 和 += 614 4+ 4 

另外還要討論 += 514 5+ 4 

 (1) += 814 3+ 3 

 

[說明]：不會出現反例。 
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(2) += 714 4+ 3 

 

[說明]：不會出現反例。 

(3) += 614 5+ 3 

 

[說明]：不會出現反例。 

(4) += 614 4+ 4 

(a) 

 

(b) 

 

[說明]：不論是情況(a)或(b)，都不會出現反例。 

(5) += 514 5+ 4 

(a) 
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(b) 

 

[說明]：不論是情況(a)或(b)，都不會出現反例。 

 

3.四列的情形：4×n( 4≥n )   4 列 n 行 

先列出反例： 

4×4(4 列 4 行)塗 9 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

    

 

4×5(4 列 5 行)塗 10 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

    

 

4×6(4 列 6 行)塗 12 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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4×7(4 列 7 行)塗 13 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

(請參考前面說明) 

 

4×8(4 列 8 行)塗 14 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

4×9(4 列 9 行)塗 15 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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4×10(4 列 10 行)塗 16 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

4×11(4 列 11 行)塗 17 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

4×n( 4≥n )：至少需要塗幾格才能保證必定存在有四角落皆塗色之矩形 

n 4 5 6 7 8 9 10 11 

至少需要

塗幾格 

10 11 13 14 15 16 17 18 

以 4×10(4 列 10 行)為例說明如下：若塗 17 格是否一定成立呢? 

[說明]： 若只塗 16 格，已發現反例，若塗 17 格是否一定成立呢? 

104× ：塗 17 格 

 
若 += 1017 ( )+ ( )+ ( ) ，則( )內必有一數 3≥ ，一定成立， 

必可找到四角同色的矩形 

若 += 917 ( )+ ( )+ ( ) ，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

若 += 817 ( )+ ( )+ ( ) ，且( )內有 4、5、6、7、8 的，一定成立 

故只需討論： 333817 +++=   

若 += 717 ( )+ ( )+ ( ) ，且( )內有 5、6、7 的，一定成立 

故只需討論： 244717 +++= 或 334717 +++=  
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若 += 617 ( )+ ( )+ ( ) ，且( )內有 6 的，一定成立 

故只需討論： 155617 +++= 或 245617 +++= 或 335617 +++= 或 344617 +++=  

另外還需討論： 255517 +++= 或 345517 +++= 或 444517 +++=  

以下逐項說明： 

(1) 333817 +++=  

 

[說明]：必不會出現反例。 

(2) 244717 +++=  

 

[說明]：必不會出現反例。 

(3) 334717 +++=  

 

[說明]：必不會出現反例。 

(4) 155617 +++=   

 

[說明]：必不會出現反例。 
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(5) 245617 +++=  

 

[說明]：必不會出現反例。 

(6) 335617 +++=  

 

[說明]：必不會出現反例。 

(7) 344617 +++=  

(a) 

 
(b) 

 
[說明]：都不會出現反例。 

(8) 255517 +++=  

(a) 
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(b) 

 

[說明]：都不會出現反例。 

(9) 345517 +++=  

(a) 

 

(b) 

 

[說明]：都不會出現反例。 

(10) 444517 +++=   

(a) 
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(b) 

 
[說明]：(a)的情況很明顯不會出現反例； 

                     (b)的情況雖然比較複雜，但也不會出現反例。 

 

4.五列的情形：5×n( 5≥n )   5 列 n 行 

先列出反例： 

5×5(5 列 5 行)塗 12 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

5×6(5 列 6 行)塗 14 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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5×7(5 列 7 行)塗 15 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

 
(請參考前面說明) 

 

5×8(5 列 8 行)塗 17 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

5×9(5 列 9 行)塗 18 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
5×10(5 列 10 行)塗 20 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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5×11(5 列 11 行)塗 21 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

5×12(5 列 12 行)塗 22 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

5×n( 5≥n )：至少需要塗幾格才能保證必定存在有四角落皆塗色之矩形 

n 5 6 7 8 9 10 11 12 

至少需要

塗幾格 

13 15 16 18 19 21 22 23 

以 5×10(5 列 10 行)為例說明如下： 

[說明]：若只塗 20 格，已發現反例，若塗 21 格是否一定成立呢? 

105× ：塗 21 格 
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若 += 1021 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，故一定找得到四角同色的矩形 

若 += 921 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，也一定找得到四角同色的矩形 

若 += 821 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 4≥ ，也一定找得到四角同色的矩形 

若 += 721 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 5、6、7 的，一定找得到四角同色的矩形 

故只需討論： 2444721 ++++= 或 3344721 ++++=  

若 += 621 ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 6 的，一定找得到四角同色的矩形 

故只需討論： 0555621 ++++= 或 1455621 ++++= 或 2355621 ++++= 或

2445621 ++++= 或 3345621 ++++= 或 3444621 ++++=  

另外還需討論： 1555521 ++++= 或 2455521 ++++= 或 3355521 ++++=  

或 3445521 ++++= 或 4444521 ++++=  

 

(1) 2444721 ++++=  

 

[說明]：不會出現反例。 

(2) 3344721 ++++=  

參考 (1)的圖 

[說明]：不會出現反例。 

(3) 0555621 ++++=  
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[說明]：不會出現反例。  

(4) 1455621 ++++=  

參考 (3)的圖 

[說明]：不會出現反例。 

(5) 2355621 ++++=  

參考 (3)的圖 

[說明]：不會出現反例。 

(6) 2445621 ++++=  

 
[說明]：不會出現反例。 

(7) 3345621 ++++=  

參考 (6)的圖 

[說明]：不會出現反例。 

(8) 3444621 ++++=  

(a) 

 

(b) 
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[說明]：都不會出現反例。 

(9) 1555521 ++++=  

(a) 

 

(b) 

 

[說明]：都不會出現反例。 

(10) 2455521 ++++=  

參考 (9)的圖 

[說明]：不會出現反例。 

(11) 3355521 ++++=  

參考 (9)的圖 

[說明]：不會出現反例。 

(12) 3445521 ++++=  

(a) 
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(b) 

 
[說明]：都不會出現反例。 

(13) 4444521 ++++=  

(a) 

 

(b) 

 

[說明]：都不會出現反例。 

 

5.六列的情形：6×n( 6≥n )   6 列 n 行 
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先列出反例 

6×6(6 列 6 行)塗 16 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

6×7(6 列 7 行)塗 18 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 

 

6×8(6 列 8 行)塗 19 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 
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6×9(6 列 9 行)塗 20 格的反例：即不存在四角落皆塗色之矩形。 

 
 

6×n( 6≥n )：至少需要塗幾格才能保證必定存在有四角落皆塗色之矩形 

n 6 7 8 9 10 

至少需要

塗幾格 

17 

 

19 20 21 23 

 

(A)以 6×7(6 列 7 行)為例說明找反例和確定塗最少格數的方法： 

[說明]： 

(A)-1、6×7(6 列 7 行)塗 18 格 

若 += 718 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，故一定成立 

若 += 618 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

若 += 518 ( )+ ( )+ ( )+ ( ) + ( )，且( )內有 4、5 的，也一定成立 

故只需討論： 13333518 +++++= 或 22333518 +++++=  

另外還需討論： 02444418 +++++= 或 11444418 +++++= 或 

03344418 +++++= 或 12344418 +++++= 或 22244418 +++++= 或 

13334418 +++++= 或 22334418 +++++= 或 23333418 +++++=  

還有 33333318 +++++=  

前面的情況都很明顯成立，最後一個 33333318 +++++= 較不明顯，說明如下： 

33333318 +++++=  

(a) 
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不會出現反例 

(b)第三列的排法共有三種 

(b)-1 

 

第一~第四列的排法是固定的，我們將第五列和第六列有可能的情況一一列 

出，再調整，最後形成反例。 

(b)-2 

 

因已形成反例，故不再討論。 

(b)-3 

 

因已形成反例，故不再討論。 

故 6×7(6 列 7 行)塗 18 格時不能保證必定存在有四角落皆塗色之矩形。(有反例) 
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        (A)-2、6×7(6 列 7 行)塗 19 格 

          若 += 719 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，故一定成立 

          若 += 619 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

          若 += 519 ( )+ ( )+ ( )+ ( ) + ( )，且( )內有 4、5 的，也一定成立 

          故只需討論： 23333519 +++++=   

          另外還需討論： 03444419 +++++= 或 12444419 +++++= 或 

          13344419 +++++= 或 22344419 +++++= 或 23334419 +++++= 或 

          33333419 +++++=  

          前面的情況都很明顯成立，最後一個 33333419 +++++= 較不明顯，說明如下： 

          33333419 +++++=  

          (a) 

             

            不會出現反例 

          (b) 

             

            不會出現反例 

故 6×7(6 列 7 行)塗 19 格時必能保證存在有四角落皆塗色之矩形。 

        (B)6×10(6 列 10 行)為例說明找反例和確定塗最少格數的方法： 

           [說明]： 

          (B)-1、6×10(6 列 10 行) 塗 22 格 

          我們有找到 6×10(6 列 10 行)塗 21 格的反例如下，若塗 22 格是否一定成立呢? 
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          若 += 1022 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，故一定成立 

          若 += 922 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

          若 += 822 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 4、5、6、7、8 的，也一定成立 

          故只需討論： 23333822 +++++=   

          若 += 722 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 5、6、7 的，也一定成立 

          故只需討論： 03444722 +++++= 或 12444722 +++++= 或 

          13344722 +++++= 或 22344722 +++++= 或 23334722 +++++= 或 

          33333722 +++++=  

          若 += 622 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 6 的，也一定成立 

          故只需討論： 01555622 +++++= 或 02455622 +++++= 或 

          11455622 +++++= 或 03355622 +++++= 或 12355622 +++++= 或 

          22255622 +++++= 或 03445622 +++++= 或 12445622 +++++= 或    

          13345622 +++++= 或 22345622 +++++= 或 23335622 +++++= 或 

          04444622 +++++= 或 13444622 +++++= 或 22444622 +++++= 或 

          23344622 +++++= 或 33334622 +++++=  

          另外還需討論： 02555522 +++++= 或 11555522 +++++= 或     

          03455522 +++++= 或 12455522 +++++= 或 13355522 +++++= 或 

          22355522 +++++= 或 04445522 +++++= 或 13445522 +++++= 或 

          22445522 +++++= 或 23345522 +++++= 或 33335522 +++++= 或 

          14444522 +++++= 或 23444522 +++++= 或 33344522 +++++=  

          還有 24444422 +++++= 或 33444422 +++++=  

          因為有的很明顯成立，我們擇取較不明顯的說明如下： 

        (1) 33333722 +++++=  

          (a) 
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           不會形成反例。 

          (b) 

             
            到第五列一定成立，不會形成反例。 

        (2) 33334622 +++++=  

          (a) 

             
            不會形成反例。 

           (b) 
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             到第六列一定成立，不會形成反例。 

        (3) 33335522 +++++=   

          (a) 

             

            不會形成反例。 

          (b) 

             
            說明：形成反例。 

             (4) 14444522 +++++=   

             (5) 23444522 +++++=   

             (6) 33344522 +++++=  

             (7) 24444422 +++++=   

             (8) 33444422 +++++=  

                 (4)~(8)，說明省略(因已形成反例) 
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        (B)-2、6×10(6 列 10 行)，若塗 23 格是否一定成立呢? 

          若 += 1023 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，故一定成立 

          若 += 923 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，則( )內必有一數 3≥ ，也一定成立 

          若 += 823 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 4、5、6、7、8 的，也一定成立 

          故只需討論： 33333823 +++++=   

          若 += 723 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 5、6、7 的，也一定成立 

          故只需討論： 04444723 +++++= 或 13444723 +++++= 或 

          22444723 +++++= 或 23344723 +++++= 或 33334723 +++++=  

          若 += 623 ( )+ ( )+ ( )+ ( )+ ( )，且( )內有 6 的，也一定成立 

          故只需討論： 02555623 +++++= 或 11555623 +++++= 或 

          03455623 +++++= 或 12455623 +++++= 或 13355623 +++++= 或 

          22355623 +++++= 或 04445623 +++++= 或 13445623 +++++= 或 

          22445623 +++++= 或 23345623 +++++= 或 33335623 +++++= 或 

          14444623 +++++= 或 23444623 +++++= 或 33344623 +++++=  

          另外還需討論： 03555523 +++++= 或 12555523 +++++= 或 

          04455523 +++++= 或 13455523 +++++= 或 22455523 +++++= 或 

          23355523 +++++= 或 14445523 +++++= 或 23445523 +++++= 或 

          33345523 +++++= 或 24444523 +++++= 或 33444523 +++++=  

          還有 34444423 +++++=  

          前面的情況都可仿照 6×10(6 列 10 行)塗 22 格的過程，說明一定會成立； 

          最後三個個情況說明如下： 

        (1) 24444523 +++++=  

          (a) 

             
          (b) 
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            都不會形成反例。 

        (2) 33444523 +++++=  

          (a) 

            
          (b) 

            

           都不會形成反例。 

        (3) 34444423 +++++=  

           第二列有 2 種塗法，分(a)、(b) 

           (a) 
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             不會形成反例。 

           (b) 

              第三列有 4 種塗法，分(b)-1、(b)-2、(b)-3、(b)-4 

              (b)-1 

                

              不會形成反例。 

              (b)-2 

                

             不會形成反例。 

             (b)-3 
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               不會形成反例。 

             (b)-4 

                

               ：往右可配 →可配出 或 或  

               ：往右可配 →可配出 或 或  

               ：往右可配 →可配出 或 或  

               ：往右可配 →可配出 或 或  

               ：往右可配  

               ：往右可配  

               ：往右可配  

               都不會形成反例。 

          所以 6×10(6 列 10 行)的矩形方格紙，塗 23 格一定可以找到四角均塗色的矩形。 

 

  三、將原問題改為雙人遊戲：兩人各代表一個顏色，輪流塗色，先讓一個矩 

      形的四角落小方格同色即獲勝。 
            為了探討這個題目的概念，我們組員曾經很認真地玩了一陣子這個遊戲，這個 

        遊戲有點像「井字遊戲」或「五子棋」之類的遊戲，因為我們是利用棋子代表塗色 

        的。在玩這個遊戲時，有時自己應該下在哪個位置就能使己方完成「有四角同色的 

        矩形」都沒注意到而錯失獲勝良機，等到自己發現時已被對方擋掉了，真可惜。 

            不過，這個遊戲是一個好玩的遊戲，可以訓練腦力和專注力。 
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伍、研究結果： 

     我們將已完成的結果表列出來： 

 

陸、研究討論及展望：  

  一、找反例較快速的方法： 

      以 6×9(6 列 9 行)塗 20 格為例， 

      先計算： 2........3620 =÷ (因為越平均越容易形成反例) 

              33334420 +++++=  

      然後再試排，調整即得 

       

  二、從研究結果中知道，總方格數越多，為了保證存在四角同色的矩形，必須塗色的門檻 

      也越多格，但似乎不太有規律，有沒有辦法找出規律；或者能用行數或列數寫出一個 

      算式馬上算出答案來，是往後可以討論的方向。 
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