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摘要 

相傳法國大數學家笛卡兒寫了十二封情書給他心儀的瑞典公主，最後一封情書內容只有

短短「𝑟 = 𝑎(1 + cos𝜃)」一行字，也就是心臟線的方程式。本篇是探討以兩種不同的作圖方

法來繪製出心臟線、心臟線中「𝑀點的完美三角形」的特性、n 等分圓中弦和弦心距的關係。

我們說明兩種心臟線之包絡線作圖會等價；推導心臟線中「M 點的完美三角形」的面積、周

長的公式；發現 n 等分圓中的特定弦長會成正弦函數；在 6k 等分圓中弦心距有垂直關係；並

觀察到心臟線與非洲菫的葉子沒有直接關係。 

壹、研究動機 

在二下尺規作圖的單元中，學了利用尺及圓規平分角度的方法。有一習題：把一個圓周

上畫 32 個等分點。下課後，我們幫等分點編號，再將具有兩倍關係的點連起來，結果發現這

些直線段竟能組成一弧線！詢問數學老師，老師說它長得很像心臟線的一半，我們兩個若有

興趣，可以將這當成一個科展主題。於是，我們便開始研究心臟線。 

貳、研究目的 

一、探討各種心臟線作圖方法。 

  

三、「完美三角形」的特性。 

四、心臟線中弦的特性。 

參、研究設備與器材 

一、筆記型電腦。 

二、The Geometer’s Sketchpad(以下簡稱 GSP)。 

三、紙、筆。 

四、描圖紙。 

五、印表機。 

  六、非洲菫。 
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肆、研究過程與方法 

一、名詞定義 

(一)心臟線 

定義：給定以𝑎為直徑的圓，𝑂為圓上的一個定點，𝑃為圓上的另一

點，心臟線為滿足𝑂𝑀̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑂𝑃̅̅ ̅̅ ± 𝑎的點𝑀的軌跡。 

寫法 : 極坐標方程式 : 𝑟 = 𝑎(1 + cos𝜃)，如圖一所示。 

(二)有向角 

在平面上將一射線𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑繞端點𝑂，沿著一個固定的方向旋轉到射線𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑上，就形成一個有向

角，稱射線𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑  ⃑為始邊，射線𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑為終邊，而旋轉量就是此有向角的角度。為了方便，我們將

有向角的角度標在終邊。逆時針方向旋轉的角為正向角；順時針方向旋轉的角為負向角。 

(三)極座標 

極坐標是以明確的參考點為中心，用距離與方向來描述平面上點的相對位置。在平面上

選定一點𝑂當作基準點(極)，以𝑂為端點，向右作一水平射線𝑂𝑋⃑⃑ ⃑⃑  ⃑(極軸)，它的指向當作基準方

向，如圖二。對於同一平面上異於𝑂的任一點𝑃，令𝑂𝑃̅̅ ̅̅ = 𝑟；以極軸為始邊，射線𝑂𝑃⃑⃑⃑⃑  ⃑當終邊

的有向角為𝜃，那麼由𝜃及𝑟就可以確定𝑃點的位置，這樣的

表示法稱為𝑃點的一個極坐標，記作𝑃[𝑟, 𝜃]。 

(四)廣義角 

角度度數若有正向與負向之分且不限於0°至180°之間稱為廣義角。在𝑥、𝑦平面上，𝑥軸是

一條直線，而𝑥軸的正向是一條射線，以它為始邊，將射線繞原點旋轉，無論是哪種方向旋轉，

停住的一邊為終邊。逆時針方向旋轉的角度以正號表示；順時針方向旋轉的角度以負號表示。

將這種不受範圍限制，又帶正負號的角稱為廣義角，我們將廣義角的角度標示在終邊。 

(五)同界角 

兩標準位置角𝜃1及𝜃2有相同終邊時，𝜃1及𝜃2稱為同界角，且𝜃1 − 𝜃2 = 360𝑛 (𝑛 ∈ ℤ)。 

 (七)包絡線 

曲線族的包絡線，代表一條曲線與該曲線族的每條線都有至少一點相切。 

 

圖二 

圖一 
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二、研究流程圖 

本研究主要是進行心臟線的資料蒐集和 GSP 作圖之分析與比較，並探討陳創義教授的心

臟線繪製方法與我們所發現的心臟線繪製方法之差異，其研究流程圖如下圖所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

心臟線相關資料蒐集 

   心臟線作圖分析及比較 

完美三角形的探討 

包絡圓中弦和弦心距的關係 

未來延伸方向 
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伍、研究結果 

一、心臟線作圖方法之比較 

下課時間，我們在圓周上畫上 32 個等分點，將等分點分別編號，由 1、2、3…到 32 號，

再將點 1 連接點 2、點 2 連接點 4、點 3 連接點 6…，將所有兩倍關係的點連起來。為了想證

實我們的作圖是心臟線，於是上網搜尋心臟線作圖，找到陳創義教授於民國 93 年 11 月 27 日 

GSP 動態幾何課程課程的上課影片，我們比較了陳創義教授的作圖方法及我們發現的作圖方

法。以下將兩者之比較製成表一，並將兩者詳細作圖分解步驟圖列於附件一、二。 

表一：心臟線作圖方法之比較 

作圖

方法 
陳創義教授的作圖方法 我們發現的作圖方法 

G
S

P

操
作
步
驟
比
較 

1.畫一半徑為𝑟的圓(設圓心為𝑂，圓周上

一點為 )，在圓周上另做一點 。 

2.依 、𝑂、 的順序點擊三個點，在工具

列的「變換」中點選「標記角度」。 

3.點擊點 ，在工具列的「變換」中點擊

「旋轉」，並在訊息框中選擇「標記的

角度」之後再選擇在訊息框中的「旋轉」

後，會出現點𝑟。 

4.之後，用直線連接點𝑟及點 ，點選直線

及點 ，在工具列的「作圖」中點擊「軌

跡」。 

1.畫一半徑為𝑟的圓(設圓心為𝑂，圓周上

一點為 )。 

2.點擊點𝑂，再快速點擊點 兩下，在「工

具列」點擊「變換」-「旋轉」，選取「固

定的角度」設定 5°，得一新旋轉點 。 

3.點擊點 ，在工具列點選「變換」，點

擊旋轉-旋轉。重複步驟 3.至所有點平均

散佈整個圓周。 

4.標號(1,2,3,……)再將具有兩倍關係的點

連線，連完後再依照規律延伸，繼續連

線，直到連線平分在整個圓。 

作
圖
結
果 

 

 

圖三 圖四 
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針對此二作圖方式，我們發現以下結果。 

(一)圖四線條較疏，推測若將圖四步驟 2「固定

的角度」的角度定為略小於 5 的角度，應會更

加接近圖三緊密的線條。因此，我們繼續繪製

了表二，期能證明此論點的正確性。 

(二)其他部分在印到描圖紙上並重疊後，看起來

似乎是相同的圖形。 

(三)若在圖四的步驟4中，連到36-72時就停止，

會得到半個心臟線，如圖五。 

 

表二：固定角度設定 2.5°的作圖方法。 

作圖方法 固定角度設定 2.5°的作圖方法。 

G
S

P

操
作
步
驟 

1. 畫一半徑為𝑟的圓(設圓心為𝑂，圓周上一點為 )，如圖六所示。 

2. 點擊點𝑂，再快速點擊點 兩下，在「工具列」點擊「變換」，點擊「旋轉」，

選取「固定的角度」設定 2.5°，得一新旋轉點（設此為點 ），如圖七所示。 

3. 點擊點 ，在工具列點選「變換」，點擊旋轉-旋轉。重複步驟 3.至所有點平

均散佈整個圓周，標號(1,2,3,……)。 

4. 將具有兩倍關係的點連線，依照規律繼續連直到連線平分在整個圓。如圖六。 

作圖結果 

 

圖六 

圖五 
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(四)說明上述兩作圖等價 

    我們想用數學方法證明我們發現的做圖法確實可以做出心臟線，而不是只將兩者印在描

圖紙上透過光線用肉眼判斷，於是我們用下列的數學方法證明。 

1.兩者的極座標之表示法 

a.我們將圖三之圓上的點標號：令圓心為𝑂，基準點為𝑃[𝑟, 0]，令與𝑃夾正向角為𝜃的點為𝑃𝜃 (座

標為[𝑟, 𝜃])。 

b.圖四上之圓上的點標號：令圓心為𝑂，基準點為𝑃，我們將圓周分為𝑛等分，將此𝑛等分點逆

時針依序命名為𝐾1到𝐾𝑛，並令基準點𝑃為𝐾𝑛；∠𝐾1𝑂𝐾2 =
360°

𝑛
，所以𝐾1的座標就是 [𝑟,

360

𝑛
× 1]；

𝐾𝑚的座標為 [𝑟,
360

𝑛
× 𝑚]。 

2.說明兩線段重合 

    圖四中，取𝜃 =
360

𝑛
× 𝑚，則𝑃𝜃的座標為 [𝑟,

360

𝑛
× 𝑚]、𝑃2𝜃的座標為[𝑟,

360

𝑛
× 2𝑚]。由極座

標可知𝑃𝜃的座標等於𝐾𝑚的座標，𝑃2𝜃的座標等於𝐾2𝑚的座標： 

故𝑃𝜃𝑃2𝜃
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 與𝐾𝑚𝐾2𝑚

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅重合 

當以上事件成立的時候，𝑚代入 1、2、……、𝑛，可以對應到圖三的一部分，𝜃取某特定值(即

𝜃 =
360

𝑛
× 𝑚)時，就可以對應到圖四；同理，當兩作圖的𝑛取∞時，兩作圖會等價。 

3.廣義角的極座標對應 

令圖四分成𝑛等份，每一份的角度是
360°

𝑛
。令起始點為𝐾1，將𝜃 = 𝐾1連到𝐾2、𝐾2連到𝐾4，

一直到𝐾𝑛

2
連到終點𝐾𝑛，我們無法再以現有的點數連下去(只會得到半個心臟線的圖形)，於是

再令𝐾𝑛+1 = 𝐾1、𝐾𝑛+2 = 𝐾2......以此類推；之後從𝐾𝑛

2
+1連到𝐾𝑛+1、𝐾𝑛

2
+2連到𝐾𝑛+4……以此類推。

圖三部分，當𝜃 > 360°，𝜃的同界角= 𝜃 − 360°； 𝑃𝜃座標= 𝑃𝜃−360°[𝑟, 𝜃 − 360]。取一個大於𝑛值

的𝑚值，則𝐾𝑚 = 𝐾𝑚−𝑛，再取𝜃 =
360

𝑛
× 𝑚，𝑃𝜃 = 𝐾𝑚 ∴ 𝑃𝜃座標= 𝑃𝜃−360座標= 𝑃360

𝑛
𝑚−360

座標 

= 𝑃360

𝑛
𝑚−

360

𝑛
𝑛
座標= 𝑃360

𝑛
(𝑚−𝑛)

座標= *𝑟,
360

𝑛
(𝑚 − 𝑛)+ = 𝐾𝑚−𝑛座標 = 𝐾𝑚座標。 

故等於任何角度(包含廣義角)時， 𝑃𝜃 = 𝐾𝑚皆成立。 
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二、以「動圓繞定圓」作心臟線，產生完美三角形 

    我們於羅啟仁、劉安哲在 2012 年發表的<笛卡爾的浪漫—圓外擺線的研究>中，發現另一

種心臟線的描述法，也就是「動圓繞定圓」。 

(一)動圓繞定圓作圖 

    當動圓與定圓為等圓時，讓動圓在定圓上滾動，這時動圓上任一

點𝑃的軌跡圖形，即圓的外擺線，會是一條心臟線，如圖七所示。 

(二)分析 

    我們可從圖七得知，當動圓與定圓相切於𝑃1，滾動 0∘時(即在初位置𝑂1)，定圓圓周和𝑃點

的距離最小(距離為 0)；而在滾了半圈，即180°時，距離最大(兩個半徑)。 

(三)文獻探討 

    我們參考了趙文敏教授發表在科學月刊的˂何謂心臟線>，

發現了有關心臟線為外擺線的說明，整理如下。 

1.如圖八，給定一個圓 O，以及圓周上的一個定點 A，設過 A

的任意直線與給定圓 O 交於另一點 M。在直線 AM 上有兩個

點 P 與 P'滿足𝑀𝑃̅̅̅̅̅ = 𝑀𝑃′̅̅ ̅̅ ̅給定圓 O 的直徑，則所有此種 P與 P'

點所成的圖形稱為以給定圓 O 為基圓 (base circle)、 A 為歧點 

(cusp point)的心臟線(cardioid)。 

2.如圖九，已知對於以𝐴為岐點，圓𝑂為基圓的心臟線上的每個點𝑃都可以在圓𝑂上找到一個點

𝑄，使𝐴點對切線𝑄𝑁̅̅ ̅̅ 的對稱點為𝑃點，若做基圓對切線的對稱圖形，得一個過點𝑃且切基圓於

點𝑄的圓。因兩圓半徑相等且𝐴𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ，故𝐴�̂� = 𝑃�̂�。 

    意即取一個大小與基圓相同的滾動圓，讓它沿著基圓的外

部滾動，滾動圓上選定一個定點，此定點在滾動前的位置是 A。

當滾動圓滾動到與基圓相切於 Q 點時，滾動圓上的定點就到

達 P 點。此心臟線是一個基圓直徑為𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 的心臟線。 

 

圖七 

圖九 

圖八 
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(四)對於˂何謂心臟線>的討論 

1.定義𝑀點的完美三角形 

    如圖十，我們將圖八與圖九疊合，令圖八中的 P’點為

𝑃1，圖八中的 P 點為𝑃2，圖九中的 P 點為𝑃3。連接

𝑃1、𝑃2、𝑃3。 

    給定一的定圓𝑂(直徑為𝑅)上有一定點𝐴，設過𝐴的任

一直線與定圓𝑂交於另一點𝑀。在直線𝐴𝑀⃡⃑⃑⃑⃑⃑ 上有兩點𝑃1、𝑃2

滿足𝑀𝑃1
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑀𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅(符合(三)文獻探討 1 的定義)。𝑃3為

以過𝑀的切線為對稱軸，點 A 的對稱點(符合(三)文獻探討 2 的定義)。 

圖十中，橘線條為𝑃2對動點𝑀的角度變化產生的移動軌跡；赭紅線條為𝑃1對動點𝑀的角度

變化產生的軌跡，兩者合併，為一以圓𝑂為基圓，𝐴點為岐點的心臟線圖形。𝑃3也會在這個心

臟線上。 

我們定義：∆ 𝑃1𝑃2𝑃3為一𝑀點的完美三角形 

2. 𝑀點的完美三角形(如圖十中∆𝑃1𝑃2𝑃3)的面積 

(1).求面積 

見圖十一， 

令∠𝑂𝐴𝑀 = 𝜃，過 M 點的切線為 L， 

𝑃1𝐴̅̅ ̅̅ ̅與 L 的交點為 N，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑅。 

因為∆0𝑀𝐴是等腰三角形 

         故∠𝐴𝑀𝑂 = 𝜃， 

因為 L 垂直於𝑀𝑂̅̅ ̅̅ ̅  

    故∠𝐴𝑀𝑁 = 90° − 𝜃 

    因為是對稱角 

    故∠𝑁𝑀𝑃3 =  ∠𝐴𝑀𝑁 = 90° − 𝜃  

得∠𝑃3𝑀𝑃2 = 180° − 2(90° − 𝜃) = 2𝜃  

𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑅 ∙ cos 𝜃(連接𝑀𝐵̅̅ ̅̅̅，∠𝐴𝑀𝐵 = 90°，𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑅， 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑅 ∙ cos 𝜃)， 

𝑀𝐴̅̅̅̅̅ = 𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅  (對稱線段) 

圖十 



L

290-



90-





H

P3

N

P2

P1

B
O

A

M

圖十一 
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𝑃3𝐻̅̅ ̅̅ ̅  = 𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ sin 2𝜃 = 𝑀𝐴̅̅ ̅̅̅  ∙ sin2𝜃 

= 𝑅 ∙ cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃。 

𝑃1𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑅， 

∆𝑃1𝑃2𝑃3面積 =
𝑃3𝐻̅̅ ̅̅ ̅ × 𝑃1𝑃2

̅̅ ̅̅ ̅̅

2
 

=
(𝑅 ∙ cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃) × 2𝑅

2
 

= 𝑅 ∙ (𝑅 ∙ cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃) 

= 𝑅2 ∙ cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃 

結論一：𝑀的完美三角形的面積= 𝑅2 ∙ cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃。 

其中𝑅代表基圓的直徑，𝜃是𝑀點與歧點連線和岐點與圓心連線的夾角。 

(2).求面積極值 

已知結論一：𝑀的完美三角形的面積= 𝑅2 ∙ cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃。 

方法一，以計算機代入公式，測試在各種不同角度(在此的𝜃僅討論0° ≤ 𝜃 ≤ 90°)時，𝑀的

完美三角形的面積的變化，並在測試過程中，以十分逼近法的概念，尋找能組成最大、最小

函數值(即面積的極值)的角度，並將測試結果製成表三。 

表三：以計算機測試在不同角度𝑥時，面積的變化(設𝑅 = 1，位數取至小數點後 5 位)。 

角度值(𝑥)  (𝑥) = cos 𝑥 ∙ sin 2𝑥 角度值(𝑥)  (𝑥) = cos 𝑥 ∙ sin 2𝑥 

0 0 36 .76942 

10 .33682 37 .76769 

20 .60402 38 .76460 

30 .75000 39 .76016 

31 .75683 40 .75440 

32 .76222 50 .63302 

33 .76616 60 .43301 

34 .76867 70 .21984 

35 .76975 80 .05939 

35.5 .76976 90 0 
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針對表三，發現以下結果 

(1)以十分逼近法可發現𝑀的完美三角形面積的最大值應會發生在𝜃 = 35°~𝜃 = 35.5°中。 

(2) 𝑀的完美三角形面積的最小值發生在𝜃 = 0°及𝜃 = 90°。 

 

方法二，以公式推導，取面積最大值(令𝑅 = 1)。 

𝑅2 ∙ cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃 = cos 𝜃 × 2 sin 𝜃 cos 𝜃 

           = 2 sin 𝜃 × cos2 𝜃 

           = 2 sin 𝜃 (1 − sin2 𝜃) 

           = 2 sin 𝜃 − 2 sin3 𝜃 

令𝑥 = sin 𝜃， (𝑥) = 2𝑥 − 2𝑥3， ′(𝑥) = 2 − 6𝑥2 

當  ′(𝑥) = 0，2 − 6𝑥2 = 0，𝑥 =
±1

√3
，故 (𝑥)有極值。 

當𝑥 =
1

√3
， (𝑥)有最大值為2 ∙

1

√3
− 2 ∙ (

1

√3
)
3

=
2

√3
−

2

3√3
=

4

3√3
 

此時取sin 𝜃 =
1

√3
，𝜃 ≒ 35.2643。 

3.討論心臟線的𝑀的完美三角形的邊長(如圖十，在∆𝑃1𝑀𝑃3中，令∠𝑀𝐴𝐵 = 𝜃。) 

(1).求𝑃1𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅  

已知𝑃1𝑀̅̅̅̅ ̅̅ = 𝑃2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑅，𝑃1𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 2𝑅，𝐴𝑀̅̅̅̅̅ = 𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅。𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅 ∙ cos 𝜃，𝑃3𝐻̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ sin 2𝜃 =

𝑅 cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃，根據餘弦定理 𝑎2 = 𝑐2 + 𝑏2 − 2𝑏𝑐 cos 𝐴， 

∵ 𝑃1𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

= 𝑃1𝑀̅̅̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ 2 − 2𝑃1𝑀̅̅̅̅ ̅̅ ∙ 𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ cos(180 − 2𝜃) 

= 𝑅2 + 𝐴𝑀̅̅̅̅̅2 − 2𝑅 ∙ 𝐴𝑀̅̅̅̅̅ ∙ cos(180 − 2𝜃) 

= 𝑅2 + 𝑅2 cos2 𝜃 − 2𝑅2 cos 𝜃 ∙ cos(180 − 2𝜃) 

= 𝑅2 + 𝑅2 cos2 𝜃 + 2𝑅2 cos 𝜃 cos 2𝜃 

∴ 𝑃1𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅√cos2 𝜃 + 2 cos 𝜃 cos 2𝜃 + 1 

(2).求𝑃2𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅  

∵ 𝑃2𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

= 𝑃2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ 2 + 𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ 2 − 2𝑃2𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑃3𝑀̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ cos 2𝜃 = 𝑅2(1 + cos2 𝜃 − 2 cos 𝜃 cos 2𝜃) 

∴ 𝑃2𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑅√cos2 𝜃 − 2 cos 𝜃 cos 2𝜃 + 1 

綜合上述兩點，心臟線的𝑀的完美三角形的周長，即
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∆𝑃1𝑃2𝑃3周長 = 2𝑅 + 𝑅√cos2 𝜃 + 2 cos 𝜃 cos 2𝜃 + 1 + 𝑅√cos2 𝜃 − 2 cos 𝜃 cos 2𝜃 + 1。 

結論二：周長= 2𝑅 + 𝑅√cos2 𝜃 + 2 cos 𝜃 cos 2𝜃 + 1 + 𝑅√cos2 𝜃 − 2 cos 𝜃 cos 2𝜃 + 1 

(3). 討論心臟線的𝑀的完美三角形(如圖八中∆𝑃1𝑃2𝑃3)的邊長平方和關係 

由上述 a、b 三邊長的平方和𝑃1𝑃2
̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

+ 𝑃1𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

+ 𝑃2𝑃3
̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

 

=  4𝑅2 + 𝑅2 + 𝑅2 cos2 𝜃 + 2𝑅2 cos 𝜃 cos 2θ + 𝑅2 + 𝑅2 cos2 𝜃 − 2𝑅2 cos 𝜃 cos 2𝜃 

= 6𝑅2 + 2𝑅2cos2𝜃 = 2𝑅2(3 + cos2𝜃) 

結論三：𝑀的完美三角形的邊長平方和= 2𝑅2(3 + cos2𝜃) 

4.作圖中不合理的軌跡 

    在圖八作圖結果中， 𝑃2軌跡與𝑃1軌跡的兩交會處(設為𝐼1、𝐼2)及心臟線岐點(設為𝐶)的連線

上有一條線段連接𝐼1、𝐼2，使𝐼1、𝐼2、𝐶三點共線，且依此做圖的結果，此線段是為𝑃2的軌跡。

依照心臟線方程式的結果，心臟線中不可能會有直線段的出現；在作圖上移動𝑀點，也沒有

發現任何一個𝑃2會落在此線段上(直接由𝐼1跳到𝐼2或由𝐼2跳到𝐼1)。 

    考慮𝐼1、𝐼2是作圖中的極值，在𝜃 = 0°及𝜃 = 90°時發生(此時完美三角形的面積恰為零)。 

參考 GSP 中對於作圖中(軌跡)的描述：’’…the Locus command allows us to visualize—or 

"image"—any planar curve or curves under a complex transformation, by constructing the locus of 

a transformed point as a function of the motion of its pre-image point traveling along the 

pre-image curve. …’’，由於一函數軌跡的做法是：一函數圖形中，任一點與該點的前一個由

同方程式出的點，才會導致由𝐼1跳到𝐼2時，𝐼2連到他的前一個點𝐼1構成𝐼1𝐼2̅̅ ̅̅ ̅線段。以此類推。 

如果𝑃2落在𝐼1𝐼2̅̅ ̅̅ ̅上，會產生甚麼狀況呢?我們用 GSP 在作圖上設定𝜃 = 90°，這時候𝑃1、𝑃2、𝑃3

三點共線。根據三角形的定義，三角形是由不共線的三點兩兩相連，且三個邊圍成一個封閉

圖形，所以𝑃1𝑃2𝑃3不是三角形，三點所圍成的面積為零。 

5.推廣至直角坐標 

    當我們把心臟線放在直角座標上時(設基圓半徑為 1，𝑂圓的圓心𝑂點

為原點)如圖十一，可以發現到與上述「動圓繞定圓作圖」部分有相仿結

果。 

圖十二 
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三、圓中弦的比較 

    由於好奇前述之之作圖方法連出的弦有甚麼特殊性得以形成心臟線，我們做了以下實

驗。 

(一)操作 

1.我們以 GSP 軟體在一 18 點的作圖(一半的心臟線)上面取相同長度的線段(先在原作圖的線段

中，使用不同的顏色以方便辨認被排列的弦)，以相同距離排列於一直線上，如下圖十三、十

四。可以發現這些線段長度形成的圖形，可以形成一半的正弦波波形，如下圖十四的黑粗線

所示。 

(二)證明 

如圖十五，令圓周上 n 個等分點分別為 P(1)、P(2)……P(n)。 

其中第 k 個等分點和第 2k 個等分點所形成的弦為𝑃(𝑘)𝑃(2𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ， 

弦中點為 M(k)。 

則弧𝑃(𝑘)𝑃(2𝑘)̂ 度數為360 × (
2𝑘−𝑘

𝑛
)=360 ∙

𝑘

𝑛
 

∠𝑀(𝑘)𝑂𝑃(𝑘) = 180 ∙
𝑘

𝑛
 

線段𝑃(𝑘)𝑀(𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =半徑× sin 
180𝑘

𝑛
 

弦𝑃(𝑘)𝑃(2𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =2𝑃(𝑘)𝑀(𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=2×半徑× sin 
180𝑘

𝑛
 

故弦長是正弦函數。 

 

圖十三 圖十四 

P(2K)

360k/n

180k/n
180k/n

M(k)

O

P(n)

P(K)

圖十五 
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四、弦心距的比較 

    比較完弦的關係後，探討弦心距的關係。將圓周𝑛等分後，同樣先連接兩倍關係的弦，我

們將這些弦的弦心距畫出來，在弦心距的作圖中發現特定弦心距之間有垂直的關係，亦即某

些特定弦會互相垂直。由下列實驗結果中可以發現這些弦與對應垂直弦的點數有特定的關係，

在觀察規律後列出相同等分點數中對應垂直弦點數的通式，進而歸納出適用於有不同等分點

數圓中對應垂直弦點數的公式。並在以列舉法逐一檢驗，並舉反例驗證後，再以弧度的關係

加以證明。 

實驗：不同點數的連線及其弦心距垂直的狀況 

(一)觀察並記錄不同點數的圓，連接弦及弦心距的結果。觀察結果如下表所示。以[a,b]表示圓

上第 a 個等分點與第 b 個等分點所連接形成的弦。 

表四：不同點數的圓其弦及弦心距點數的關係(灰色網底的弦是直徑) 

等分點數 對應弦 對應垂直弦 示意圖 

6 × 1 = 6 

 

[1, 2] [2, 4]  

 

[2, 4] [3, 6] [1, 2] 

[3, 6]  [2, 4] 

      

[n, 2n] [n+1, 2n+2] [n-1, 2n-2] 

6 × 2 = 12 

 

[1, 2] [3, 6]  

 

[2, 4] [4, 8]  

[3, 6] [5, 10] [1, 2] 

[4, 8] [6, 12] [2, 4] 

[5, 10]  [3, 6] 

[6, 12]  [4, 8] 

      

[n, 2n] [n+2,2n+4] [n-2, 2n-4] 
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6 × 3 = 18 

 

[1, 2] [4, 8]  

 

[2, 4] [5, 10]  

[3, 6] [6, 12]  

[4, 8] [7, 14] [1, 2] 

[5, 10] [8, 16] [2, 4] 

[6, 12] [9, 18] [3, 6] 

[7, 14]  [4, 8] 

[8, 16]  [5, 10] 

[9, 18]  [6, 12] 

      

[n, 2n] [n+3,2n+6] [n-3,2n-6] 

6 × 4 = 24 

 

[1, 2] [5, 10]  

 

[2, 4] [6, 12]  

[3, 6] [7, 14]  

[4, 8] [8, 16]  

[5, 10] [9, 18] [1, 2] 

[6, 12] [10, 20] [2, 4] 

[7, 14] [11, 22] [3, 6] 

[8, 16] [12, 24] [4, 8] 

[9, 18]  [5, 10] 

[10, 20]  [6, 12] 

[11, 22]  [7, 14] 

[12, 24]  [8, 16] 

      

[n, 2n] [n+4,2n+8] [n-4,2n-8] 

6k [n, 2n] [n+k, 2n+2k] [n-k, 2n-2k] 略 
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(二)針對表四，發現以下數點結果： 

1.只有等分點數為 6 的倍數時，才會有弦心距垂直的情況。 

2.在6𝑘等分圓中 ，弦[𝑛, 2𝑛]，其對應垂直之弦會是[𝑛 ± 𝑘, 2𝑛 ± 2𝑘]。其中𝑘是定值，𝑛 ∈ ℕ， 

 若𝑛 ≥ 6𝑘，則 6k+1 等價於 1，6k+2 等價於 2……等。 

3.每個同點數弦和弦心距的交點，即弦的中點，連線起來不會形成一個較大的心臟線。 

    仿造陳創義教授做心臟線的做法(見表一)，在 GSP 操作步驟比較的第 4 點改為：「4.之後，

用直線 1 連接點𝑟及點 ，再做直線的弦心距𝑑。」及增加第 5 點：「5.點選𝑑及點 ，在工具列

的「作圖」中點擊「軌跡」。」做出來的圖形會是在這個圓中，心臟線的軌跡。如圖十六，再

將弦及弦心距的兩圖重疊(圖十七，為方便辨認，將弦心距設為粗線，弦設為細線)，發現此圖

形不會是心臟線，但推測是一心臟線的長寬比例經過改變後(例如把正方形變成鄰邊不相等的

長方形)，描繪出來的圖形。 

4.將圓作 36 等分點，把點數編號 1 到 36 號，依序將所有兩倍關係的點連起來，並作出弦心距。

如圖十八。結果與上述第 3 點相仿。 

 

 

 

 

 

 

5.在6𝑘等分圓中，會有𝑘組弦在對應垂直弦的部分有兩條：如表四框黑框線部分。 

6.每個6𝑘等分圓必有一組與圓相接的、由弦及弦心距構成的矩形。如圖十九，以 24 等分圓為

例，[4,8]與[8,16]兩條弦相垂直，兩弦所對應的弦心距與此兩弦形成黃色矩形，[8,16]與[20,40]

兩條弦相垂直，兩弦所對應的弦心距與此兩弦形成紅色矩形，黃色矩形與紅色矩形對稱於

[12,24]，此對稱軸恰好是圓的直徑。歸納出 6k 等分圓中，[k,2k]弦及其弦心距和[2k,4k]弦及其

弦心距會形成矩形 A，[2k,4k]弦及其弦心距和[5k,10k]弦及其弦心距會形成矩形 B，矩形 A 與

圖十六 圖十八 圖十七 
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矩形 B 會對稱於[3k,6k]弦。其中，點 k 是在圓周的
1

6
處，

點 2k 是在圓周的
2

6
處，點 4k 是在圓周的

4

6
處，點 10k 是

在圓周的
10

6
=

5

6
處。故會有對稱關係。 

 

(三)上述發現證明 

1.舉出反例：  

    表四中，可產生垂直弦心距的圓，其等分點數皆為 6 的倍數，但同時也是 2 的倍數及 3

的倍數。為了瞭解是否等分點數為 2 的倍數就可以產生垂直弦心距，或等分點數為 3 的倍數

就可以產生垂直弦心距，故做以下嘗試。 

    8 是 2 的倍數，在 8 等分圓中連接弦與弦心距，如圖二十一，無垂直弦心距。9 是 3 的倍

數，在 9 等分圓中連接弦與弦心距，如圖二十，無垂直弦心距。因此推測出只有6𝑘為六的倍

數時才有這種情況，也就是當k ∈ ℕ時，6𝑘等分圓的弦心距會有垂直情況。 

 

 

 

 

2.證明𝑚等分圓中，若有兩弦[𝑎, 2𝑎]及[𝑏, 2𝑏]互相垂直，則𝑚必為 6 的倍數。 

    過程：如圖二十二，𝑚等分圓中，若有兩弦[𝑎, 2𝑎]及[𝑏, 2𝑏]互相垂直，其中𝑚、𝑎、𝑏 ∈ ℕ。分

別做出兩弦的弦心距，與弦交於點𝑃1、𝑃2。各自延長弦心距，交圓於𝐴、𝐵點，滿足𝑚個等分

點命名之規律，不失一般性，令𝐴點的名稱是
𝑎+2𝑎

2
= 1.5𝑎 、𝐵點的名稱

𝑏+2𝑏

2
= 1.5𝑏。 

因為兩弦互相垂直，故兩弦心距互相垂直，∠𝑃1𝑂𝑃2 = 90°，𝐴�̂�弧對應的圓心角是∠𝑃1𝑂𝑃2，

故𝐴�̂�是90°。則依據等分點命名規則，1.5𝑎 − 1.5𝑏 =
𝑚

4
⟹  

3

2
(𝑎 − 𝑏)=

𝑚

4
⟹ 6(𝑎 − 𝑏) = 𝑚，

故𝑚必為 6 的倍數。 

圖二十 圖二十一 圖十三 

圖十九

b

B(1.5b)
P2

A(1.5a)

P1

2b

O

a
2a

圖二十二 
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五、綜合比較 

(一)將 36 等分圓的兩倍弦連接圖以及動圓繞定圓

的心臟線圖疊合(如圖二十三)。  

    將兩圖依圓心對圓心、𝐴𝐵⃡⃑⃑⃑  ⃑對弦[18,36]，令圖

中三個圓的名稱分別為大圓、虛線圓、小圓(依照

半徑大小命名)。可發現到以下數點： 

1.大圓內所有的弦都會與心臟線切於一點，其中

弦[18,36]通過兩圓圓心及心臟線的岐點，為此心

臟線圖形的對稱軸(也是大圓的直徑)。 

2.簡化圖二十三得到圖二十四。虛線圓皆與大圓和小圓內切，令大圓直徑為2𝑅，小圓直徑為2𝑟，

由前述動圓繞定圓的過程得知虛線圓的圓心為 M 點，根

據兩圓內切則連心線段長為兩圓半徑差之性質，可得到

R − 虛線圓半徑 = r …… (第一式) 

同樣由前述動圓繞定圓的過程得知虛線圓的半徑是小圓

的兩倍，故虛線圓半徑=2𝑟，代入第一式，可以得到 

R − 2r = r 

R = 3r 

綜合以上，可得三個圓的半徑比為1: 2: 3；根據以上結果，小圓與大圓半徑比為1: 3。 

六、類似心臟線的有機物體 

    我們發現了一種植物，其葉形極像心臟線：非洲菫。觀察在其生長過程中，生長方式是

否會與心臟線有關。 

(一)非洲菫簡介 

非洲菫(Saintpaulia ionantha) (圖二十五)：屬於脣形目、苦苣苔科，原生在東非坦尚尼亞的

濱海山區。栽植時為避免根系腐爛及因水分不足的葉片下垂，不同季節澆水的頻率有所不同，

原則是要保持土壤濕潤；光照不足時，可能會影響其發育及開花，可用一般照明的燈光補充

光線，但避免強光直射。能夠適應空調環境，是現在常見的桌上植物。 

圖二十三 

圖二十四 
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(二)實驗方法及過程 

    以上面印有不同半徑(指心臟線在與圓切一點，且切點與圓心、岐點三點共線時，該圓的

半徑)的心臟線的透明投影片與非洲堇葉片的重疊比較，如圖二十六、二十七，發現它不會完

全貼合心臟線的輪廓，而且以同一片葉子來說，該葉長得越大，與心臟線的外型會越差越遠。

因此可以推斷出：非洲菫的輪廓與心臟線沒有直接性的、或密不可分的關聯；且非洲菫已經

是目前我們所能找到最具有與心臟線相似輪廓的植物了，所以植物的生長與心臟線沒有直接

關係。 

 

 

 

 

 

 

陸、討論 

一、由於圓形是一正無限多邊形，未來我們將會對於正多邊形中的線段，會不會有規律的情

況，以 GSP 模擬做更多元的探討。 

二、延續第一點，我們也可以朝向探討以橢圓為動圓做出來的包絡線圖形，會不會出現類似

心臟線，只是長寬比例改變的圖形。另外，在我們學到更多知識後，期望可以將心臟線

以包絡線的製作方式(動圓繞定圓)延伸至 3D 的球體上探討；但是在 GSP 上並沒有可以模

擬 3D 情況的方式，必需要找另一個數學繪圖軟體來討論。 

三、在研究的過程中，把研究一中，圖四的步驟 4 改成將具有𝑛倍關係的點連線(𝑛改為大於二

的任何正整數)，在點數夠多的情況下，觀察產生的其他規律圖形。 

柒、結論 

一、以兩倍連線形成的集合可以是心臟線的包絡線。 

二、定義何謂的完美三角形後，得到三點結論，即： 

    (一)𝑀的完美三角形的面積：𝑅2 ∙ cos 𝜃 ∙ sin 2𝜃。 

圖十九 圖二十 

圖二十七 圖二十六 圖二十五 
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    (二)：𝑀的完美三角形的周長：

2𝑅 + 𝑅√1 + cos2 𝜃 + 2 cos 𝜃 cos 2𝜃 + 𝑅√1 + cos2 𝜃 − 2 cos 𝜃 cos 2𝜃。 

    (三)：𝑀的完美三角形的邊長平方和：2𝑅2(3 + cos2𝜃)。 

三、在一圓中能連成心臟線包絡線的弦，依序排在直角座標上後，能夠排成一個一半的正弦

波。 

四、將圓周平分為 6k 等分，若兩弦的關係符合一弦是[n, 2n]、一弦

是[n+k, 2n+2k]時，兩弦會垂直。 

五、如右圖，小圓半徑：大圓半徑 = 1: 3。 

六、非洲菫的生長與心臟線沒有直接關係。 
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