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野蠻人與傳教士~渡河問題之延伸與討論 

摘要 

    本研究以渡河問題為主軸，探討野蠻人與傳教士由此岸渡河至彼岸的過程，運用表格

建立模組，以系統狀態圖（有向圖）分析問題，改變人數、船載量，延伸到 m 對野蠻人，

限制 i 位野蠻人不會划船，發現並證明格數轉換座標的公式，繪出各狀態之系統狀態圖，找

出可解決問題的最短步數，分類系統狀態圖，在系統狀態圖中尋找規律，找出最短步數的公

式，分類各狀況之公式並予以說明，因而判斷有無解。 

 

壹、 研究動機 

回想在國小六年級時，在安親班曾玩過一片遊戲光碟，其中有一種適合給國小五年級玩

的邏輯遊戲，遊戲闖關程度分為簡單版和困難版兩種，其中困難版的遊戲為「渡河問題」，

當初為此遊戲耗費許多心力，待一學期結束後仍無所得，如今回想，難免心有不甘以及不服

輸的感覺，因而升上國中後，欲再次挑戰此遊戲，故與夥伴討論後，決定以該遊戲作為科展

主題做進一步研究與討論。 

 

貳、 研究目的 

一、探討改變會划船與不會划船的野蠻人對移動次數與解法的影響。 

二、探討小船載客量的變化對解法的影響。 

 

參、 研究設備與器材 

紙、筆、網際網路、電腦 

 

肆、 研究過程和方法 

一、遊戲規則說明 

（一） 遊戲採用的版本為野蠻人與傳教士。 

（二） 有三對野蠻人與傳教士要渡河，河中現在只有一艘船，且小船的最大載運數為 2

人，若其中一岸野蠻人數量大於傳教士，則野蠻人會將傳教士吃掉，試問要如何做才能

把全部的人安全運送到對岸呢？ 
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二、名詞與符號定義 

（一） m：會划船的傳教士在此岸的數量。 

（二） r：會划船的野蠻人在此岸的數量。 

（三） i：不會划船的野蠻人在此岸的數量。 

（四） （m，r，i）：表示野蠻人與傳教士在岸上的數量。 

（五） c：船的載量。 

（六） x：可解決問題的最少次數（步數）。 

（七） 𝑛𝑥、𝑛𝑦：在系統狀態圖上分別走水平向與垂直向的格數。 

（八） E：系統狀態圖在最右邊的狀態，也就是說在 m=「m 值」那一列。 

（九） M：系統狀態圖在中間的狀態，也就是說在 m=「1~(m-1)值」那幾列。 

（十） L：系統狀態圖在最左邊的狀態，也就是說在 m=0 那一列。 

 

三、建模 

（一） 解原問題 

    依原問題之敘述可知 m=3，r=3，c=2，且 m= 0、1、2、3，r= 0、1、2、3，所以根據組

合配對共有十六種，如下列兩表： 
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此岸各種情形為： 

        m 

 r 
0 1 2 3 

3 （0，3） 

 

（1，3） 

 

（2，3） 

 

（3，3） 

 

2 （0，2） 

 

（1，2） 

 

（2，2） 

 

（3，2） 

 

1 （0，1） 

 

（1，1） 

 

（2，1） 

 

（3，1） 

 

0 （0，0） 

 

（1，0） 

 

（2，0） 

 

（3，0） 

 

 

而彼岸情形分別對應為： 

        m 

 r 
3 2 1 0 

0 （3，0） 

 

（2，0） 

 

（1，0） 

 

（0，0） 

 

1 （3，1） 

 

（2，1） 

 

（1，1） 

 

（0，1） 

 

2 （3，2） 

 

（2，2） 

 

（1，2） 

 

（0，2） 

 

3 （3，3） 

 

（2，3） 

 

（1，3） 

 

（0，3） 

 

 

合併兩表，得： 

        m  

 r 
0 1 2 3 

3 （0，3） （1，3） （2，3） 

 

（3，3） 

2 （0，2） （1，2） 

 

（2，2） 

 

（3，2） 

1 （0，1） 

 

（1，1） （2，1） （3，1） 

0 （0，0） 

 

（1，0） 

 

（2，0） （3，0） 

 

 

＊ 黃色粗框表格代表不合題意情況（傳教士人數＜野蠻人人數，傳教士會被野蠻人吃掉）。 
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（0，0） 

 

（0，1） （3，1） 

 

（3，0） 

 

（3，3） 

 

𝑟 

𝑚 

（3，2） 

 

（0，2） 

 

（0，3） 

 
（2，2） 

 

（1，1） 

 

 

在上述三表中，發現若野蠻人數大於傳教士，在 E 系統與 L 系統都視為合理情況，因

在此岸傳教士與野蠻人的數量為（m，0），而在彼岸則為（0，r），所以野蠻人並無法吃掉傳

教士。 

 

以本問題為例，將上述所呈表格轉化為座標圖如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

＊ 座標圖上僅列出符合題意情況之點坐標（傳教士人數≥野蠻人人數） 

 

針對原問題發現渡河步驟使移動次數為最少時，其渡河詳細步驟如下： 

 

（3，3）－（0，2）＋（0，1）－（0，2）＋（1，0）－（2，0）＋（1，1） 

             ∥         ∥          ∥         ∥         ∥         ∥ 

          （3，1）  （3，2）  （3，0）  （3，1）  （1，1）  （2，2） 

 

－（2，0）＋（0，1）－（0，2）＋（0，1）－（0，2） 

      ∥         ∥        ∥          ∥         ∥ 

  （0，2）  （0，3）  （0，1）  （0，2）  （0，0）共 11 次 

所得最少移動次數為 11 次，即 𝑥 = 11 

 

說明：「－」代表船從此岸移動到彼岸，「＋」代表船從彼岸移動回此岸，「∥」下方所列數對

為船移動後此岸的人數情形，依據移動結果，得到最少移動次數為 11 次，即 𝑥 = 11。 

 

（二） 圖解法 

    在後續研究過程中將使用系統狀態圖（有向圖）解決與討論問題。觀察繪製的系統狀態

圖可知，路徑移動具規律性，說明如下： 

＊ 起始點（原點）為（3，3），終點為（0，0），圖僅呈現此岸人數變化情形。 
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𝑟 

𝑚 

（0，3） 

 
（2，2） 

 
（0，2） 

 

（0，1） 

（0，0） 

 （3，0） 

 

（1，1） 

 

（3，1） 

（3，2） 

（3，3） 

1. 去程路徑必往下，往左，與往左下（此岸人數減少，彼岸人數增加）移動，亦即路徑會

遠離原點，接近終點。 

2. 回程路徑必往上，往右，與往右上（此岸人數增加，彼岸人數減少）移動，亦即路徑會

遠離終點，接近原點。 

3. 路徑走法為一去一回。 

4. 不可走左上−右下之路徑。 

 

對照渡河詳細步驟將之繪製，則成 

如右側之系統狀態圖： 

 

 

 

 

 

 

因系統狀態圖僅呈現此岸人數變化情形，故以另一圖形做進一步說明： 

 

      船移動後此  此岸人數                            彼岸人數   船移動後彼 

      岸剩餘人數                                                 岸剩餘人數 

 （3，3）       （1，1） （1，1）  

（2，2）     

（3，2）        （1，0）  （0，1） 

           

 （3，2）       （0，2） （0，3）  

（3，0）     

（3，1）        （0，1）  （0，2） 

     

 （3，1）       （2，0） （2，2）  

（1，1）     

（2，2）        （1，1）  （1，1） 

     

 （2，2）       （2，0） （3，1）  

（0，2）     

（0，3）        （0，1）  （3，0） 

     

 （0，3）       （0，2） （3，2）  

（0，1）     

（0，2）        （0，1）  （3，1） 
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 （0，2）       （0，2） （3，3）  

（0，0）     

 

＊ 藍色實線代表船由此岸移動至彼岸，橘色虛線代表船由彼岸移動回此岸，觀察渡河次數

發現共走 11 次。 

 

（三） 延伸 

    將原問題調整為「有成對的傳教士與野蠻人要渡河，但有些野蠻人不會划船」此條件，

仍使用座標圖解說明，則此問題將有三個變數（m，r，i），在空間中將會呈一三維圖形，若

要使用狀態圖則需降低維度表示。 

 

 

因 i 為一新變數，我們令此變數為第三維，如圖（三）所示： 

 

 

 

 

 

 

 

                                 圖（三） 

 

而降維後如圖（四）所示。 

 

 

 

 

 

 

 

                                 圖（四） 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑚 

𝑟 

𝑖 

𝑖 = 0 

𝑖 = 1 

𝑚 

𝑟, 𝑖 

𝑖 = 0 

𝑖 = 1 
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1. 依此問題，以下列舉各狀況進行分析：m=3，r=2，i=1，c=2 時： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

下圖為（3，2，1）的圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    路徑的走法為 E→M→ L，因此由 E 系統→M 系統時須慎選切入點，而由 M 系統→ L系

統則需慎選切出點，以下將針對幾個點坐標與切入點、切出點進行說明。 

（一） 切入點不可為（3，0，0），因為在 M 系統中沒有一點可供切入。 

        m  

（r，i） 
0 1 2 3 

（2，1） （0，2，1） （1，2，1） （2，2，1） （3，2，1） 

（1，1） （0，1，1） （1，1，1） （2，1，1） （3，1，1） 

（0，1） （0，0，1） （1，0，1） （2，0，1） （3，0，1） 

（2，0） 

 

（0，2，0） （1，2，0） （2，2，0） （3，2，0） 

（1，0） 

 

（0，1，0） （1，1，0） （2，1，0） （3，1，0） 

（0，0） 

 

（0，0，0） （1，0，0） （2，0，0） （3，0，0） 

（0，2，1） 

（0，0，1） 

（0，1，1） 

（0，0，0） 

（0，2，0） 

（0，1，0） 

（1，0，1） 

（3，2，1） 

（2，1，1） 
（3，1，1） 

（3，2，0） 

（3，0，0） 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

（3，0，1） 

（2，2，0） 

（3，1，0） （1，1，0） 
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（二） 切入點亦不可為（3，2，0）、（3，1，1）、（3，2，1），其原因為若選擇以上三點，

則依據路徑移動規則（一去一回），分別對應須切入到（2，2，0）、（2，1，1）及（2，

1，1），故必須退回 E 系統。 

（三） 在 E 系統中，因為（3，0，0）、（3，1，0）、（3，2，0）依據船載量及野蠻人是否

會划船之因素，皆不可能走到（3，0，1），可知（3，0，1）此點只會發生在去程，其

下一步必為回程，故其下一步行進路徑則不可能走到（1，0，1）。 

 

    綜上所述，在 E 系統中，切入點只能選擇（3，1，0）， 而 M 系統切入點相對應為

（1，1，0）。在原問題中，由（3，3）的移動步驟得知（1，1）→（2，2）此方式可推得

（1，1，0）接續移動至（2，1，1）或（2，2，0），此時（2，1，1）與（2，2，0）兩點則

視為切出點，而（2，1，1）與（2，2，0）的切出點則分別對應為（0，1，1）以及（0，

2，0），如下圖（五）所示。 

 

    觀察下圖（六），在 E 系統中，由於從 𝑖 = 1的座標不可能移動到（3，2，0），而（3，

2，0）也不可能移動成 𝑖 = 1 （不會划船的野蠻人渡河或會划船的野蠻人增加），再者，

（3，1，1），（3，0，1）也不可能移動至（3，1，0），故移動至（3，2，0）此點時必為遠

離終點，其下一步必為靠近終點，此外，檢視圖（六）亦發現（3，0，0）的下一步必為遠

離終點，而從 E 系統切到 M 系統必為靠近終點，依據去回規則，則其下一步必為遠離終

點。另外，因 L 系統與 E 系統只有 m 不同，所以 L 系統保留與 E 系統相同之特性，與

（3，2，0）相對應可知（0，2，0）的下一步亦必為靠近終點，因此（0，2，0）不為切出

點，而（0，1，1）為切出點。 

 

    由原問題的（3，3）渡河步驟：（3，3）→（3，1）→（3，2）→（3，0）→（3，1）→

（1，1）→（2，2）→（0，2）→（0，3）→（0，1）→（0，2）→（0，0）可對應（3，2，

1）→（3，1，0）→（3，2，0）→（3，0，0）……→（0，0，0）， 

該路徑移動如圖（七）所示。 
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                 圖（五）                               圖（六） 

 

＊ 黃色實心代表切入點，黑色空心代表切出點。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                   圖（七） 

   

   

   

   

   

 

 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

   

   

   

   

   

 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

   

   

   

   

   

 

（0，2，1） 

（0，0，1） 

（0，1，1） 

（0，0，0） 

（0，2，0） 

（0，1，0） 

（1，0，1） 

（3，2，1） 

（2，1，1） 

（3，1，1） 

（3，2，0） 

（3，0，0） 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

（3，0，1） 

（2，2，0） 

（3，1，0） 

（1，1，0） 
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𝑥 = 11  

2. m=3，r=1，i=2，c=2 時： 

        m  

（r，i） 
0 1 2 3 

（1，2） 

 

（0，1，2） （1，1，2） （2，1，2） （3，1，2） 

（0，2） （0，0，2） （1，0，2） （2，0，2） （3，0，2） 

（1，1） （0，1，1） （1，1，1） （2，1，1） （3，1，1） 

（0，1） （0，0，1） （1，0，1） （2，0，1） （3，0，1） 

（1，0） （0，1，0） （1，1，0） （2，1，0） （3，1，0） 

（0，0） （0，0，0） （1，0，0） （2，0，0） （3，0，0） 

      

    觀察圖（五）可知，從切入點到切出點之路徑必形成一 Z 字型，換言之，在 E、L 系統上

各取一點，在 M 系統上取兩點，若行進路徑不能形成 Z 字型，則在 E、L 系統上選取的點則

不為切入點與切出點，若能形成 Z 字型，則在 E、L 系統上選取的點可能分別為切入點與切

出點，故切入點與切出點不一定為唯一。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                    圖（八） 

（0，0，2） 

（0，1，2） 

 

（0，1，1） 

 

（0，1，0） 

 

（0，0，1） 

（0，0，0） 

（3，0，2） 

（3，1，2） 

（3，1，1） 

（3，0，1） 

（3，1，0） 

（3，0，0） 

（1，1，0） 

（2，1，1） 

（1，0，1） 

（2，0，2） 

𝑚 

𝑟, 𝑖 
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𝑥 = 13  

 

    整理 m=3，r=1，i=2，c=2 時之繪製系統狀態圖如上圖，在圖（八）中，發現在 M 系統

中移動路徑為 5 步（非一般的 3 步）時，切入點與切出點仍形成一 Z 字型，觀察其中步數變

化，得知在 M 系統中的步數為𝑛𝑀 = 1 + (2𝑛 − 1) + 1 = 2𝑛 + 1，式子中的第一個數字 1 為

E 切入點到 M 切入點的步數；（2n-1）為 M 切入點到 M 切出點的步數且步數為奇數；第二

個數字 1 則為 M 切出點到 L 切出點的步數，檢視上圖可發現，在（3，1，2）此狀況，𝑥 =

13，。 

 

3. m=3，r=0，i=3，c=2 時： 

    將本狀況（3，0，3）之討論視為一基本型（3，3），因所有野蠻人皆不會划船，意謂移

動路徑不會出現上下移動之步數，換言之，若𝑛𝑥 = 0，𝑛𝑦 = 0，系統狀態圖同（3，3），因

切入點為（3，1），切出點為（0，2）且𝑛𝑥 = 0，𝑛𝑦 = 0，所以此命題無解。 

 

4. m=4，r=3，i=1，c=3 時： 

  

在所有人均會划船的情況下，若𝑐 = 2、𝑚 ≥ 4 時，𝑥無解（於後續討論將說明），欲使本狀

況可進行討論，則需改變船載量，亦即 c=3。 

 

下圖為（4，3，1）的圖和解法為 9 步，𝑥 = 9 

 

        m  

（r，i） 
0 1 2 3 4 

（3，1） （0，3，1） （1，3，1） （2，3，1） （3，3，1） （4，3，1） 

（2，1） （0，2，1） （1，2，1） （2，2，1） （3，2，1） （4，2，1） 

（1，1） （0，1，1） （1，1，1） （2，1，1） （3，1，1） （4，1，1） 

（0，1） （0，0，1） （1，0，1） （2，0，1） （3，0，1） （4，0，1） 

（3，0） （0，3，0） （1，3，0） （2，3，0） （3，3，0） （4，3，0） 

（2，0） （0，2，0） （1，2，0） （2，2，0） （3，2，0） （4，2，0） 

（1，0） （0，1，0） （1，1，0） （2，1，0） （3，1，0） （4，1，0） 

（0，0） （0，0，0） （1，0，0） （2，0，0） （3，0，0） （4，0，0） 
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5. m=4，r=2，i=2，c=3 時： 

 

        m  

（r，i） 
0 1 2 3 4 

（2，2） （0，2，2） （1，2，2） （2，2，2） （3，2，2） （4，2，2） 

（1，2） （0，1，2） （1，1，2） （2，1，2） （3，1，2） （4，1，2） 

（0，2） （0，0，2） （1，0，2） （2，0，2） （3，0，2） （4，0，2） 

（2，1） （0，2，1） （1，2，1） （2，2，1） （3，2，1） （4，2，1） 

（1，1） （0，1，1） （1，1，1） （2，1，1） （3，1，1） （4，1，1） 

（0，1） （0，0，1） （1，0，1） （2，0，1） （3，0，1） （4，0，1） 

（2，0） （0，2，0） （1，2，0） （2，2，0） （3，2，0） （4，2，0） 

（1，0） （0，1，0） （1，1，0） （2，1，0） （3，1，0） （4，1，0） 

（0，0） （0，0，0） （1，0，0） （2，0，0） （3，0，0） （4，0，0） 

𝑟, 𝑖 

𝑚 
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下圖為（4，2，2）的圖和解法為 9 步： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. m=4，r=1，i=3 時，c=3： 

        m  

（r，i） 
0 1 2 3 4 

（1，3） （0，1，3） （1，1，3） （2，1，3） （3，1，3） （4，1，3） 

（0，3） （0，0，3） （1，0，3） （2，0，3） （3，0，3） （4，0，3） 

（1，2） （0，1，2） （1，1，2） （2，1，2） （3，1，2） （4，1，2） 

（0，2） （0，0，2） （1，0，2） （2，0，2） （3，0，2） （4，0，2） 

（1，1） （0，1，1） （1，1，1） （2，1，1） （3，1，1） （4，1，1） 

（0，1） （0，0，1） （1，0，1） （2，0，1） （3，0，1） （4，0，1） 

（1，0） （0，1，0） （1，1，0） （2，1，0） （3，1，0） （4，1，0） 

（0，0） （0，0，0） （1，0，0） （2，0，0） （3，0，0） （4，0，0） 

    

    

    

    

    

    

    

    

 

 

𝑟, 𝑖 

𝑚 
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下圖為（4，1，3）的圖和解法為 11 步： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、 研究結果與討論 

一、將系統狀態圖進行分類 (𝑐 = 𝑚 − 1) 

1. m = 3, r ≥ i                             2. m = 3, r < I      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    

    

    

    

    

    

    

 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

𝑟, 𝑖 

𝑚 
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3. m > 3, r ≥ i                            4. m > 3, r < i 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

此外，亦針對系統狀態圖之 M 系統中 r 值之不同分類出四種相異類型的圖形，整理觀察結

果如下： 

1. 𝑟 = 1                                  2.  𝑟 = 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

𝑟, 𝑖 

𝑚 
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3.  𝑟 ≥ 3                                 4.  𝑟 = 𝑚 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、格數轉換座標公式 

（一） 整理實作之結果，發現在所有系統中的格數轉換公式 

    公式(1)：𝑛𝑥 = 𝑚 

    公式(2)：𝑛𝑦 ÷ (𝑟 + 1) = 𝑖′ ⋯ 𝑟′(𝑖′ + 𝑟′ ≤ 𝑐) 

 

    證明：(1) 𝑛𝑥 = 1 時, 𝑚增加為 1；𝑛𝑥 ± 𝑛時,則𝑚 ± 𝑛，故𝑛𝑥 = 𝑚。 

          (2) 從(𝑚，𝑟，𝑖)移動至(𝑚，𝑟，𝑖 + 1)須走(𝑟 + 1)格，即 𝑛𝑦 = 𝑟 + 1，從      

(𝑚，𝑟，𝑖)移動至(𝑚 + 1，𝑟，𝑖 + 1)須走(𝑟 + 2) = (𝑟 + 1) + 1格，𝑛𝑦 = (𝑟 + 1) + 1，故𝑛𝑦 ÷

(𝑟 + 1) = 𝑖′ ⋯ 𝑟′(𝑖′ + 𝑟′ ≤ 𝑐)，可是船載量最多為𝑐個人，因此 𝑖′ + 𝑟′ ≤ 𝑐。 

 

（二） 發現一：r, i 軸上的格子數量為 ri + r + i 格。 

    以（3，2，1）的圖為例，可看出 r,i 軸的有 6 個點、5 個方格，由上而下依序為（3，

2，1）→（3，1，1）→（3，0，1）→（3，2，0）→（3，1，0）→（3，0，0）共五方格，

由此可知：r,i 軸上的格子數量為𝑟𝑖 + 𝑟 + 𝑖格。 

 

    說明：r,i 軸上的點為 r 與 i 組合之結果，r=0、1、2、……、r，i=0、1、2、……、i，其

組合數有(𝑟 + 1)(𝑖 + 1) = 𝑟𝑖 + 𝑟 + 𝑖 + 1，即 r,i 軸上的點數，因為格子數＝點數－1，可得

格子數 = (𝑟𝑖 + 𝑟 + 𝑖 + 1) − 1 = 𝑟𝑖 + 𝑟 + 𝑖 

 

三、討論c = m − 1時之步數公式 

（一）下圖為 m=3，r=2，i=1，c=2 之系統狀態圖（未列出移動路徑） 

 

 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

𝑟, 𝑖 

𝑚 
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（二） 取頂符號內的取值 

    由上所整理之格數轉換公式 

𝑛𝑦 ÷ (𝑟 + 1) = 𝑖′ ⋯ 𝑟′(𝑖′ + 𝑟′ ≤ 𝑐) − (1) 

𝑛𝑥 = 𝑚 − (2) 

 

𝑖′，𝑟′分別為 i，r 的變化量，即渡河時船上之是否會划船的野蠻人數量，在此 r 意指所有會

划船的野蠻人之數量 

在本狀況中，我們得知下列情形： 

𝑖′ = 0, 𝑟′ = 1,2 ⇒ 𝑛𝑦 = 1,2  

𝑖′ = 1, 𝑟′ = 1,2 ⇒ 𝑛𝑦 = 4,5  

∴ 𝑆 = {1,2,4,5}，S 為在 E，L 系統中所有合理狀況中𝑛𝑦之集合 

 

     ⌈ ⌉ ：取頂符號，不小於此數之最小整數，為高斯符號的一種， 

相當於「無條件進位到整數位」。𝑆 = {1,2,4,5}時，第一次𝑛𝑦取值為 4， 

總格數為 5，不包含回程之步數並要回到（3，0，0），再回到切入點 

（3，1，0），故所得去程步數應為 ⌈5/4⌉。 

    說明：因第一次選取為𝑛𝑦之最大值 4（c＝2，𝑛𝑦不為 5 因為載運 

量不足），去程的步數為  ⌈5/4⌉ ，而第二次去程點座標需歸回（3，0，0）， 

然而步數 2 不一定恰為最大整數值，故取⌈5/4⌉之值，且回程（橘色虛線） 

為(⌈5 4⁄ ⌉ − 1)步，根據去回規則，再加上（3，0，0）→（3，1，0） 

（回切入點）此步驟，可知 E 系統的總步數為 2 ⌈5/4⌉。 

 

（0，2，1） 

（0，0，1） 

（0，1，1） 

（0，0，0） 

（0，2，0） 

（0，1，0） 

（2，0，1） 

（3，2，1） 

（2，1，1） 
（3，1，1） 

（3，2，0） 

（3，0，0） 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

（3，0，1） 

（1，2，0） 

（3，1，0） （1，1，0） 

   

   

   

   

   

 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

（3，2，1） 

（3，1，1） 

（3，0，1） 

（3，2，0） 

（3，1，0） 

（3，0，0） 
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檢視圖（七）和圖（八），觀察 M 系統之集合將其定義為𝑛𝑀＝{3,5}，第 1 型式 M＝3，

第 2 型式＝5，亦即第一型式中之移動步數為 3，而第二型式中之移動步數為 5。經實作後，

發現在多個在系統狀態圖中切入點皆為（m，1，0）。 

    以 M 系統中（2，1，1）為例，（1，1，0）可以直接移動至（2，1，1），而第 2 型中

（1，1，0）無法直接移動至（2，0，2），必須先移動至（1，0，1）才能移動至（2，0，

2） 過程中發現其他狀況亦為如此，故由此推論第 1 型式 M 系統步數為 3，第 2 型式 M 系

統步數則為 5。 

 

 

發現二：M 系統格數的集合𝑛𝑀 = {3,5}的成立 

 

說明：在 M 系統可切出的點為（m，r，i），而欲 

切入至 L 系統，其切出點為（0，r，i），回到上一 

步驟，需往回至少走 1 步，其點座標為（0，r+1，i） 

或（0，0，i+1），但該狀況（0，0，i+1）並不允許， 

故所得 r 和 i 值要很小，因而皆選擇數值為 1，亦即 

切出點為（0，1，1），如右圖所示。 

    在 M 系統中移動步數為 5，亦即第 2 型式 

並無此特性，路徑需再經一次轉折，𝑛𝑀＝5， 

由此可知第 1 型式𝑛𝑀＝3，第 2 型式𝑛𝑀＝5。 

 

 

 

 

 

 

 

 

    觀察 L 系統時，發現除 m＝3 時的系統狀態圖之外，其餘均為點對稱 4 ⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉，而其

他的皆為 E 系統步數：⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉ ，L 系統步數：2 ⌈ 

𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉或 1 ⌈ 

𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉， 

E 系統步數 2 ⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉ 共三種分配類型。 

⌈ ⌉ ：取頂符號，不小於此數之最小整數，為高斯符號的一種。 

說明：除 m＝3 以外，發現步數皆為E 系統步數：2 ⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉，L 系統步數： ⌈ 

𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉ 此

類型進行分配，由上所述得知當𝑛𝑀＝5時，E 系統移動至切入點（4，1，0）必須移動 ⌈8 7⁄ ⌉

步，故總步數為兩倍的 ⌈8 7⁄ ⌉，加上後來的 L 系統 1 倍的 ⌈8 7⁄ ⌉所以為

    

    

    

    

    

    

    

    

 

（2，1，1） 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

（0，2，1） 

（0，1，1） 

（1，1，0） 

（4，1，0） 
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2⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉+⌈ 

𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉，整理結果所得步數公式：𝑥 = 3 ⌈ 

𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉  + 𝑛𝑀(𝑚 ≠ 3)，當 m 為 3

時，其步數公式則為 

 𝑥 = 4 ⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉  + 𝑛𝑀。 

 

四、討論 c = m 時之步數公式 

 

以（3，2，1）的圖形進行討論，因 c=m，m=r+1， 

所求第 1 步的 S(max)為 E 系統的整個距離， 

亦即𝑟𝑖 + 𝑟 + 𝑖，代入⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉，得⌈ 

𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉ = 𝑟𝑖 + 𝑟 + 𝑖， 

則⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉ = 1，代入所導出之步數公式， 

得x = 4 + 𝑛𝑀。 

 

 

 

 

 

 

五、c ≥ m + 1時之步數討論 

    當c ≥ m + 1時，可發現移動路徑為 M 系統斜線，如下圖所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

   

   

   

   

 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

（0，2，1） 

（0，0，1） 

（0，1，1） 

（0，0，0） 

（0，2，0） 

（0，1，0） 

（1，0，1） 

（3，2，1） 

（2，1，1） （3，1，1） 

（3，2，0） 

（3，0，0） 

（3，0，1） 

（2，2，0） 

（3，1，0） （1，1，0） 

   

   

   

   

   

 

（0，2，1） 

（0，0，1） 

（0，1，1） 

（0，0，0） 

（0，2，0） 

（0，1，0） 

（2，0，1） 

（3，2，1） 

（2，1，1） 
（3，1，1） 

（3，2，0） 

（3，0，0） 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

（3，0，1） 

（1，2，0） 

（3，1，0） （1，1，0） 
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   以（3，2，1）為例，c ≥ m + 1時，c = 4， x = 3，觀察上圖可知，將（m，r，i）移動

至（0，0，0），𝑛𝑥 + 𝑛𝑦 = 2𝑚，發現有兩種性質： 

（一）性質 1：c ≥ 2m，𝑥 = 1。 

（二）性質 2：2m > c ≥ m + 1，𝑥 = 3。 

 

說明： 

（一）性質 1，可直接由原點（3，2，1）移動回（0，0，0），所以 x = 1。 

（二）性質 2，無法直接移動至（0，0，0），假設c = m + a(a ∈ N)，不計算回程的步數，第

一步加第二步去程時，得其步數為2m + 2a，故回程的步數要為2a(a ≥ 1)，因此，回

程的步數至少是 2 或 2 以上，由此可發現不論是 2 或 2 以上之步數皆可在 M 系統中

找到，所以當2m > c ≥ m + 1 時，x = 3。 

 

六、判斷有無解 

性質 3：c < m − 1時，此命題無解。 

 

說明：因為在切入點時，必須從 

（m，r，i）至（1，1，0） 

所以𝑛𝑥為至少為m − 1。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

陸、 結論 

一、當𝑐 = 𝑚 − 1時 

（一） 有 4 種不同種類的步數走法，如上述之系統狀態圖所示。 

二、格數公式 

（一）  𝑛𝑥 = 𝑚 

（二） 𝑛𝑦 ÷ (𝑟 + 1) = 𝑖′ ⋯ 𝑟′(𝑖′ + 𝑟′ ≤ 𝑐) 

（三） r, i 軸上的格子數量為 ri + r + i 格 

三、當c = m − 1時，步數公式為： 

（一） 𝑚 > 3，𝑥 = 3 ⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉  + 𝑛𝑀 

（0，2，1） 

（0，0，1） 

（0，1，1） 

（0，0，0） 

（0，2，0） 

（0，1，0） 

（2，0，1） 

（3，2，1） 

（2，1，1） 
（3，1，1） 

（3，2，0） 

（3，0，0） 

𝑟, 𝑖 

𝑚 

（3，0，1） 

（1，2，0） 

（3，1，0） （1，1，0） 
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（二） 𝑚 = 3，𝑥 = 4 ⌈ 
𝑟𝑖+𝑟+𝑖

𝑆(𝑚𝑎𝑥)
 ⌉  + 𝑛𝑀 

（三） 𝑛𝑀 = {3，5} 時， 

1. r ≥ i 時，𝑛𝑀 = 3 

2.  r < i 時，𝑛𝑀 = 5 

四、當𝑐 = 𝑚時，步數公式為：𝑥 = 4 + 𝑛𝑀 

五、c ≥ m + 1時的，步數為： 

（一） 當𝑐 ≥ 2𝑚，𝑥 = 1 

（二） 當2m > c ≥ m + 1，𝑥 = 3 

六、判斷有無解 

（一）c ≥ m − 1 時，此命題有解，反之則無解。 
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