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阿爸「拈」我 (移位出九宮棋──安全殘局之分析) 

摘要 

如圖 1，在移位出九宮的遊戲規則下，主棋( )只能往上或往右移位，和空位( )有相鄰

的棋才可以移入 ，移位的棋原來的位置便空出，形成新的 ， 遇到 一定要移入，最後

將 移到右上角終點者為贏。首先，從簡化問題入手，請參照圖 4，從 的六種移位路徑(R)

著手，可以發現以左下角到右上角為對稱線，其中 R1 與 R6、R2 與 R5、R3 與 R4 互為對稱

路徑；再將其他 7 顆一般棋( )放入，留下右上角為空位，接著討論 移位總步數與 的移

位路徑關係，發現 R2 與 R5 符合 移位最少總步數(S3)為 13 步。進而推導計算出正 n
2 宮格

的 移位最少總步數(Sn)為 2(n-1) +3[2(n-1)-1]= 8n-11 步，且一定為奇數步數。兩人輪流玩移

位出九宮遊戲時，在每人每次可移位 1 步或 2 步的情形下，發現先下者先移 1 步，則留下

安全殘局 12=4(1+2)步，則在接下來每一輪(兩人各下完 1 次)結束時，先下者皆可以留下 3 的

整數倍為安全殘局，依序為 3(1+2)、2(1+2)、(1+2)，所以先下者能掌控全局，最終將 移到

終點上，只要中間不犯錯，就能可立於不敗。 

壹、研究動機： 

  有一天，我和我爸爸在家裡玩起了移位出逃九宮格棋的遊戲，簡稱為移位出九宮。

在九宮格上共有八顆棋和一個空位，如下圖 1，規則是左下的主棋( )不可往回走，即只

可以往上或往右走，且不能往斜走，和空位( )有相鄰的棋才可以移入 ，且用最少移位

總步數，最後能將 移到圖 1 中的右上角的終點者為贏，兩人輪流下，每人每次可移位 1

或 2 步。爸爸總是能最後將 移到終點，讓我很不服氣，但是我發現，不管怎麼走總移

步數都是奇數，不會出現偶數。為什麼會這樣呢？因為在六上數學(康軒版)第十一冊剛學

到「列式與解題」 單元，所以想要以此為基礎，並尋找有興趣的同學，藉此次的科展來

深入探討移位出九宮的問題。 

 

圖 1、電腦操作之移位出九宮棋盤與棋 
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貳、研究目的： 

一、探討九宮格的主棋( )移位路徑(R)與空位( )移位總步數的問題。 

二、利用規律性找出空位( )移位最少總步數(Sn)的規則，並推算出正 n
2 宮格的 Sn 公式

化情形。 

三、找出兩人輪流下，每人每次可移動 1 步或 2 步時的安全殘局規律，並推算出兩人每

次可移動 1 或 2 或 3…或 k 步時的安全殘局。 

四、根據一開始的遊戲規則，推算出完不同正 n
2 宮格時的致勝關鍵？ 

五、探討主棋移到終點是贏或是輸時，所運用的安全殘局有何不同？ 

參、研究設備與器材 

  自製棋盤和棋子、紙、筆、電腦。 

肆、研究過程方法與結果 

一、符號定義與名詞定義 

(一) 表示為主棋，只有 1 顆。 

(二) 表示為一般的棋，共有 7 顆。 

(三) 表示為空位，只有 1 位空位，為記錄與計算移位步數之需要而出現之符號，

在實際棋盤上是空白空無一物的。 

(四) R 表示為在正 n
2 宮格中主棋( )的移位路徑。 

(五) Sn 表示為空位( )移位最少總步數，是將 從左下角移到正 n
2 宮格右上角終點

時 移動的總步數中最少的情形。 

(六) M1n 表示為正 n
2 宮格中主棋( )完成第一次移位時空位( )移動的最少步數；

完成第二次移位時 移動的最少步數為 M2n；依序類推… 

(七)Tn 表示為主棋( )在正 n
2 宮格中的總移位次數是 2(n-1)。 

(八)正 n
2 宮格：一邊為 n 格的正方形方格。 

(九)安全殘局：兩人輪流走一定步數，每人每次最少走 1 步，最多可以走 K 步，K

要小於總步數，最後走完最後 1 步的人為贏，因此，K+1 步為安全殘局，則 K+1

的整數倍也會是安全殘局。 

(十) 步數計算標準：和空位( )相鄰的棋移入 或說 移動一格，稱為移位 1 步。 
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二、一開始時的遊戲規則說明(即和阿爸對奕時的規則) 

如下圖 2，兩人輪流移位九宮格中的棋到和 相鄰的位置上，每人每次可移 1

步或 2 步，要用 移位最少總步數完成遊戲，看誰能將 從左下角最後移到右上角

的終點者為贏。遊戲一開始， 在九宮格左下角的位置， 在九宮格右上角。 只

能往上或往右移動，不可斜走，不可往回走； 只能左、右或上、下移動，不可斜

走；和 有相鄰的棋才可以移入 ，移動的棋原來的位置便空出，形成新的 。 碰

到 時只能繞著 相鄰位置移動， 碰到 一定要移入 ，最後誰能將 移到右上

角終點者為贏。 

 

 

圖 2、實際上操作之移位出九宮棋盤與棋 
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三、文獻探討 

題目 內容 出處 

1.一步一腳印探討方格棋盤

中各種路徑問題 

不同方格路徑和步數的計算 中華民國第 53 屆中小學科

學展覽會國小組數學科 

2.青蛙棋棋盤和棋譜研究 找出棋盤和棋譜的規律並列

出破關方式 

中華民國第 55 屆中小學科

學展覽會國小組數學科 

3. 堆集遊戲解法之探討 探討 n 顆棋子移動到終點

的最少步數以及行走方法之

組合。 

中華民國第 58 屆中小學科

學展覽會國小組數學科 

 

四、研究架構圖 

 解題前的準備 

一開始移位出

九宮遊戲規則 

主棋的移位限

制條件 

空位的移位限

制條件 

輪流移位步數

的限制條件 

最少步數分析 

正 n
2 宮格最少

步數的規律性 

正 n
2 宮格最少

步數的公式化 

移法修改分析 

總移位步數多

樣化 

關鍵轉折與所

剩步數分析 

路徑多樣性分

析 

總步數多樣性

分析 

關鍵轉折步數

之所剩步數之

安全殘局分析 
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伍、研究結果 

一、 只能往右或往上之路徑探討 

   研究一：在 只能往右或往上的條件下， 在九宮格的移位路徑情形 

(一)簡化問題 

和同學討論後，先從簡化問題著手，先不把其他的棋放進入，只把主棋( )

和終點( ) 放進來討論 移位路徑(R)的分析，用 標示為主棋一開始的起點位

置，不可往回走， 標示為 移位一格， 右上角 為 移位路徑終點。 移

位路徑分析如下： 

        
   移位路徑 1(R1) 移位路徑 2(R2) 移位路徑 3(R3) 

 

 
  移位路徑 4(R4) 移位路徑 5(R5) 移位路徑 6(R6) 

結論 1： 

(1) 在九宮格左下角移位 4 格可到右上角終點，共有 6 種 移位路徑走法，

並為 的最短移位路徑方法。 

(2)從左下角 到右上角終點 做對角線，可分為對稱 R1 與 R6、R2 與 R5、

R3 與 R4，因此往後探討 移位路徑(R)與 移位最少總步數(Sn)分析時只要

探討 R1、R2、R3 的情形即可，對稱之 R6、R5、R4 亦同理可證，故可省

略。 
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(二) 在 只能往右或往上的條件下，終點位置不同之 移位路徑分析： 

如下圖 3，將九宮格標上 a、b、c、d、e、f、g、h、i 不同的位置點，利用

標示出到不同位置點的路徑方式，而數字為到達該位置點為終點時的不同路徑

總數，相對分析如下表 1： 

                            

                      圖 3、終點位置不同之 移位路徑分析 

 表 1 、 從 a 移位到其他各點為終點的最短路徑分析 

起點 終點 移位路徑 移位路徑數 

a b (1)a b 1 

a c (1)a c 1 

a d (1)a b d 1 

a e (1)a b e 

(2)a c e 

2 

a f (1)a c f 1 

a g (1)a b d g 

(2)a b e g 

(3)a c e g 

3 

a h (1)a b e h 

(2)a c e h 

(3)a c f h 

3 

a i (1)a b d g i 

(2)a b e g i 

(3)a b e h i 

(4)a c e g i 

(5)a c e h i 

(6)a c f h i 

6 

結論 2： 

(1) 在 只能往右或往上的條件下， 的移位路徑即為最短路徑走法。 

(2) 從 a 走到 b、c、d、f 這 4 點各只有 1 種最短路徑走法。 

(3) 從 a 走到 e 這個點有 2 種最短路徑走法。 

(4) 從 a 走到 g、h 這兩點各有 3 種最短路徑走法。 

(5) 從 a 走到終點 i 這個點只有 6 種最短路徑走法。 
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研究二： 移位路徑(R)與 移位最少總步數(Sn)分析 

(一)將其他的棋( )放入如圖 4 中 b、c、d、e、f、g、h 的位置，進行 移位路徑與

移位步數探討 

 

                      圖 4 

1. 第 1 次移位時 移位最少步數(M13)分析 

(1)根據遊戲規則，和 相鄰的棋才能移入 ，因此， 要能完成第 1 次移位，

必須先將一開始的空格 先移到 b 或 c 點， 才能移位到 b 或 c 點的位置上。 

(2)而 移到 b 或 c 點需要最少移動 3 步棋，而到達 b 或 c 點則各有 3 條路徑，

以 b 點說明： 、 、 ；以 c 點說明：

、 、 。 

(3)所以 移位到 b 或 c 點要在 移第 4 步才可以做到，即 M13=4。 

(4)以下 要移位到 b 點之前 4 步只擇 3 條中的 1 條路徑 來說明，

其他 5 條路徑同理，予以省略。 

(二) 移位路徑(R)與 移位最少總步數(Sn)探討分析 

1.以下 移位路徑與 移位步數說明： 

(1) 表 移位一步，為移位總步數的計算依據。 

(2) 表 移位一格。 

(3) 表發生不符合一開始遊戲規則移動方式的位置。 

左圖 4 說明： 

     表是 R1 和 R6 

     表是 R2 和 R5 

     表是 R3 和 R4 

     表示對稱軸 
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2. 在正 32宮格中 移位路徑(R)種類與 移位最少總步數(S3)分析如下：      

(1) 移位路徑 1(R1)的 移位總步數情形：  

    

第 1 步 第 2 步 第 3 步 第 4 步 

    

    

第 5 步 第 6 步 第 7 步( ) 第 8 步 

    

    

第 9 步 第 10 步 第 11 步 第 12 步 

    

    

第 13 步 第 14 步 第 15 步 第 16 步 

    

 

    

第 17 步    

 

小結 1：在 R1 中發現在第 7 步時不符合一開始的遊戲規則， 碰到 一定

要移入 ，但卻沒有，到了碰到 第 2 次才移入。 
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(2) 移位路徑 2(R2)的 移位總步數情形：  

    

第 1 步 第 2 步 第 3 步 第 4 步 

    

    

第 5 步 第 6 步 第 7 步 第 8 步 

    

    

第 9 步 第 10 步 第 11 步 第 12 步 

    

 

   

第 13 步    

小結 2：在 R2 中發現是符合遊戲規則的，是 移位最少總步數(S3)的走法，

即 S3為 13 步。 
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3、 移位路徑 3(R3)的 移位總步數情形： 

(1) 移位路徑 3 時第 8 步 往上移位情形 

    

第 1 步 第 2 步 第 3 步 第 4 步 

    

    

第 5 步 第 6 步 第 7 步 第 8 步 

    

      

第 9 步 第 10 步( ) 第 11 步 第 12 步 

    

      

 

第 13 步 第 14 步 第 15 步  

小結 3：在 R3 中發現在第 10 步時不符合遊戲規則，因為 碰到 一定要

移入 ，即 應該是要往下移位， 要往上移位，但卻沒有，而是

往右移位。 
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(2) 移位路徑 3(R3)時第 8 步 往下移位情形 

    

第 1 步 第 2 步 第 3 步 第 4 步 

    

    

第 5 步 第 6 步 第 7 步 第 8 步( ) 

    

      

第 9 步 第 10 步( ) 第 11 步 第 12 步 

    

      

 

第 13 步 第 14 步 第 15 步  

小結 4：在 R3 中發現，若第 8 步 往下移位，一樣會造成第 10 步的錯誤

情形，就算移入也是往下移，還是不符合一開始的遊戲規則， 只

能往上或往右走，所以第 8 步 往下移位時，就埋下第 10 步不符

合遊戲規則的情形。 
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(二) 移位路徑(R)種類與 移位總步數分析 

將上述 移位路徑種類與 移位總步數分析整理如下表 2： 

表 2、 移位路徑種類與 移位總步數種類歸納 

移位總步數 13 15 17 

移位路徑

(R)種類 
R2 R5 R3 R4 R1 R6 

是否符合 移

位最少總步數

(S3) 

是 是 否 否 否 否 

結論 3： 

(1)不管 走哪種路徑總步數都是奇數。 

(2)在這六種 移位路徑中， 移位最少總步數(S3)是 R2 和 R5 的走法，是符合

遊戲規則的情形，S3=13，其他四種 移位路徑都不符合一開始遊戲規則。 

(3) 除了第 1 次移位到 b 或 c 時， 最少要移位 4 步才能完成， 在 R2 和

R5 的其他 3 點位中每移 1 位時， 都是最少要移位 3 步才能完成。 

(4)因此，可以算出最少步數等於 4+3(4-1)=13，其中 4 是 移動第 1 次時 移

位需要 4 步(M13)，而(4-1)是 共移動 4 次(T3)才能到終點減掉第 1 次的移動，

而 3 則是 移到其他 3 點位時， 每移位 1 位時， 都必須最少移位 3 步。 

研究三：為什麼和阿爸玩移位出九宮棋時，阿爸總是贏 

 (一)從單堆拈的遊戲說起 

1.遊戲說明：兩人輪流取走一堆石頭，每人每次最少取一顆，最多取 K 顆，最

後取光石頭的人為贏。 

2.可以將留下的情形分為安全和不安全殘局兩種，可以發現只要下完後留下 K+1

或 K+1 的整數倍[N(K+1)(N 為自然數]顆石頭則為安全殘局；而留下≦K 或

N(K+1)+i(N 為自然數；1≦i≦K)顆石頭時，則為不安全殘局。說明如下： 

3.因為我下完後，我的對家可取 i 顆，而 i 一定要合於 1≦i≦K，而我下時總是

可以控制對家和我兩次所取石頭合計共為 K+1 顆，分析如下表 3 情形： 

表 3、單堆拈的安全殘局分析 

當對家取走石頭顆數為 1 2 3 … K 

接著我取走石頭顆數為 K K-1 -2 … 1 

對家與我兩次(每輪)取

走石頭顆數合計為 
K+1 K+1 K+1 … K+1 

結論 4： 
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(1)因此，可以發現在我下完後，留下 K+1 顆石頭時是安全殘局，因為對家可

取 i 顆，而 i 一定要合於 1≦i≦K，而我下時總是可以取完所剩的石頭顆數，

掌控為贏的局面。 

(2)既然 K+1 是安全殘局，所以如法炮製 2 次亦然，因此 K+1 的 2 倍也是安全

殘局，所以可以推論出 3 倍、4 倍…乃至 N 倍(N 為自然數)也都是安全殘局，

即 N(K+1)皆為安全殘局。 

4.破解為什麼阿爸總是贏棋 

(1)因為在一開始移位出九宮的遊戲規則下， 移位最少總步數(S3)是 13 步，

老爸總是下完之後留下 1+2=3 的整數倍數，讓他自己一直處於安全殘局的

狀態下，所以總是能贏。 

(2)剛開始玩時，就算阿爸讓我先下，我也是苦嘗敗果，因為剛開始玩時我尚

不明就裡，一味亂下，老爸總是在我下錯步數時，又讓他自己重新處於安

全殘局的狀態。 

結論 5：在一開始移位出九宮的遊戲規則下，對先下者有利，只要先走 1 步，留下

安全殘局為 12=4(1+2)步，就能掌握在下完 4 輪後一定是先下者能完成走最

後 1 步，而獲得勝利。 
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研究四：正 n2 宮格 移位路徑(R)與 移位最少總步數(Sn)之規律性探討 

(一)以正九宮格是 3
2
方格，以其中一邊是 3 位為演算基礎推出 移位最少總步數： 

符合移位出九宮 移位最少總步數(S3)之規律性 

九宮格 3*3 圖示說明：→表 移位 1 步； 表 移位 1 格 

移位步

數之算式 

移到 b 點有 、 、 3 種路徑，以下

以 說明如下： 

第1次移

位( )時 

移動步

數(M13)為 

2+2=4 

=(3-1)+  

    (3-1) 

=2(3-1)                            

 從 i 移水平 2 步以← ←以(3-1)步表示，移垂直 2 步以↓↓以(3-1)步表示，

共 4 步到 a 的位置，則 第 1 次移位從 a 移到 b 點， 移位步數可以以 2(3-1)

表示。 

                           

第2次移

位( )時 

移動步

數(M23)為

1*3 

從 a 移最少 3 步以→↑←表示，移到 b 點的 位置，則 移第 2 次移位

從 b 移到 e 點。 

                           

第3次移

位( )時 

移動步

數(M33)為

1*3 

從 b 移最少 3 步以↑→↓表示，移到 e 點的 位置，則 移第 3 次移位

從 e 移到 g 點。 

                            

第4次移

位( )時 

移動步

數(M43)為

1*3 

從 e 移最少 3 步以→↑←表示，移到 g 點的 位置，則 移第 4 次移位

從 g 移到 i 點。 

第 1 次移位時 移動 2(3-1)步。 第 2 到 4 次移位到→e、↑g、→i 三點位時，每次 要

移 3 步，而→e、→i 兩點位是水平以(3-1)表示；↑g 一點位是垂直以(3-1)-1 表示，所以合

計有(3-1)+(3-1)-1=2(3-1)-1 次， 移動步數為 3(3-1)+3[(3-1)-1]=3[2(3-1)-1]，所以 移動最

少總步數(S3)可以一邊是 3 格列式為合計為 S3=2(3-1) +3[2(3-1)-1] =13 
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 (二)以正四宮格是 22方格，以其中一邊是 2 位為演算基礎推出最少步數規律算式： 

為求謹慎，所以也做了移位出四宮格的 移位最少總步數(S2)規律性探討 

四宮格 2*2 圖示說明：→表 移位 1 步； 表 移動 1 位 

移動步

數之算式 

                         

第 1 次

移位( )

時 移動

步數(M12)

為 

2=1+1 

=(2-1)+   

    (2-1) 

=2(2-1) 

從 d 移水平 1 步以← (2-1)步表示，移垂直 1 步以↓(2-1)步表示，共 2

步到 a 的位置，則 移第 1 次從 a 移到 b 點， 移動步數可以以 2(2-1)

表示。 

                       

第 2 次

移位( )

時 移動

步數(M12)

為 

1*3= 

  (2-1)*3 

=3(2-1) 從 a 移最少 3 步以→↑←表示，移到 b 的位置，則 移第 2 次移位從

b 移到 d 點。 

第 1 次移位時 移動 2(2-1)步。 第 2 移位到→d 移位一點位時， 要移 3 步，而 →

d 點是水平 1 次，是以(2-1)表示；而垂直方向沒有半次是 0 以(2-1)-1 次表示，所以合計

為(2-1)+ (2-1)-1=2(2-1)-1 次， 移動步數為 3(2-1)+3[(2-1)-1]=3[2(2-1)-1] =3[2(2-1)-1]。所以

移動最少總步數(S2)可以以一邊是 2 格列式合計為 S2=2(2-1)+3[2(2-1)-1]=5。 
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 (三)以正十六宮格是 42 方格，以其中一邊是 4 為演算基礎推出最少步數規律算式： 

符合移位出十六宮 移位最少總步數(S4)之規律性 

十六宮格 4*4 圖示說明：→表 移位 1 步； 表 移動 1 位 

移動步

數之算式 

                            

第 1 次

移位( )

時 移動

步數(M14)

為 

3+3=6 

=(4-1)+  

    (4-1) 

=2(4-1) 

從 p 移水平 3 步以← ←←(4-1)步表示，移垂直 3 步以↓↓↓(4-1)步表示，

共 6 步到 a 的位置，則 移第 1 次移位從 a 移到 b 點，可以以 2(4-1)表示。 

                            

第 2 次

移位( )

時 移動

步數(M24)

為 1*3 

從 a 移最少 3 步以→↑←表示，移到 b 的位置，則 移第 2 次移位從 b 移

到 e 點。 

                             

第 3 次

移位( )

時 移動

步數(M34)

為 1*3 

從 b 移最少 3 步以↑→↓表示，移到 e 的位置，則 移第 3 次移位從 e 移

到 h 點。 

                            

第 4 次

移位( )

時 移動

步數(M44)

為 1*3 

從 e 移最少 3 步以→↑←表示，移到 h 的位置，則 移第 4 次移位從 h 移

到 l 點。 
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第 5 次

移位( )

時 移動

步數(M54)

為 1*3 

從 h 最少 3 步以↑→↓表示，移到 l 的位置，則 移第 5 次移位從 l 移到

n 點。 

                           

第 6 次

移位( )

時 移動

步數(M64)

為 1*3 

從 l 最少 3 步以→↑←表示，移到 n 的位置，則 移第 6 次移位從 n 移到

p 點。 

第 1 次移位時 移動 2(4-1)步。 第 2 到 5 次移到→e、↑h、→l、↑n、→p 這五點位

時，每次 要移 3 步，而→e、→l、→p 三點是水平以(4-1)表示；↑h、↑n 兩點是垂直以

(4-1)-1 表示，所以合計為(4-1)+ (4-1)-1=2(4-1)-1 次，所以 移位最少總步數(S4)可以一邊

是 4 格列式為合計為 S4=2(4-1) +3[2(4-1)-1] =21 
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(四)利用上述規律性推導出正 n2宮格，以一邊 n 格為演算出 移動最少總步數(SN)，

如下表 4： 

表 4、 統整推導出正 n2宮格的 移到終點時， 的移位最少總步數(Sn) 

n 第一次

移位，

的移動步

數：(M1n) 

除了第一次

移位外，移到

其他點位的次

數：(Tn-1) 

註：Tn 為 總

移位次數 

除了第一

次移位外，

其他點為每

次移位時，

的最少移

位步數為 3 

除了第一次移

位外，其他點為每

次移位時， 的移

位最少步數： 

3(Tn-1) 

推導出 n2宮格的

移到終點時，

的移動最少總步

數： 

Sn = M1n+3(Tn-1) 

2 M12= 

2(2-1)=2 

T2-1=2(2-1)-1

=1 

3 3(T2-1)=3[2(2-1)-1] S2 =2(2-1) 

+3[2(2-1)-1] =5 

3 M13=2(3-1

)=4 

T3-1=2(3-1)-1

=3 

3 3(T3-1)=3[2(3-1)-1] S3 =2(3-1) 

+3[2(3-1)-1] =13 

4 M14=2(4-

1)=6 

T4-1=2(4-1)-1

=5 

3 3(T4-1)=3[2(4-1)-1] S4=2(4-1) 

+3[2(4-1)-1] =21 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

n M1n 

=2(n-1) 

Tn-1 

=2(n-1)-1 

3 3(Tn-1) 

=3[2(n-1)-1] 

Sn =2(n-1) 

+3[2(n-1)-1]  

結論 6：照一開始的遊戲說明下，兩人輪流下，每人每次可移 1 步或 2 步，可以發

現正 n2 宮格中 移位最少總步數為 Sn =2(n-1) +3[2(n-1)-1]。 



 19 

(五)在一開始的遊戲規則下，每人每次可移 1 步或 2 步，根據上述 Sn =2(n-1) 

+3[2(n-1)-1]，其中 3(Tn-1) =3[2(n-1)-1]為 3 的整數倍是安全殘局，所以只要討論

M1n =2(n-1)的情形是否為安全殘局，即可立刻知曉輸贏，說明如下表 5： 

表 5、正 n2宮格中關鍵的 第一次移位(M1n)時， 的移位步數決定結局輸贏分析 

n 移位總步
數：Sn = 

M1n+3(Tn-1) 
=2(n-1) 

+3[2(n-1)-1]  

總步數(Sn)中
的 3(Tn-1) 

=3[2(n-1)-1]為 3
的整數倍為安全

殘局 

(M1n)/3=2(n-1)/3 之

餘數影響最終結局

輸贏 

先下者
移位第
1 次步
數 

先下者移
位第 1 次
步數之輸
贏關係 

2 2(2-1) 

+3[2(2-1)-1] =5 

3[2(2-1)-1] =3 2(2-1)/3=0…2 2 贏 

3 2(3-1) 

+3[2(3-1)-1] =13 

3[2(3-1)-1] =3(3) 2(3-1)/3=4/3=1…1 1 贏 

4 2(4-1) 

+3[2(4-1)-1] =21 

3[2(4-1)-1] =3(5) 2(4-1)/3=6/3=2…0 1 或 2 輸 

5 2(5-1) 

+3[2(5-1)-1] =29 

3[2(5-1)-1] =3(7) 2(5-1)/3=8/3=2…2 2 贏 

6 2(6-1) 

+3[2(6-1)-1] =37 

3[2(6-1)-1] =3(9) 2(6-1)/3=10/3=3…1 1 贏 

7 2(7-1) 

+3[2(7-1)-1] =37 

3[2(7-1)-1] =3(11) 2(7-1)/3=12/3=4…0 1 或 2 輸 

8 2(8-1) 

+3[2(8-1)-1] =45 

3[2(8-1)-1] =3(13) 2(8-1)/3=14/3=4…2 2 贏 

9 2(9-1) 

+3[2(9-1)-1] =53 

3[2(9-1)-1] =3(15) 2(9-1)/3=16/3=5…1 1 贏 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

n 2(n-1) 

+3[2(n-1)-1] 

3[2(n-1)-1] 2(n-1)/3 餘數而

定 

餘數而定 

結論 7： 

(1) n 為 2、3；5、6；8、9；…；N(3)-1、N(3)即為 3-1、3；2(3)-1、2(3)；3(3)-1、

3(3)；…；N(3)-1、N(3)時先下者為贏(N 為自然數)；也就說 n 為 3 的整數倍

或 3 的整數倍減 1 時，第 1 次移位步數移對，造成安全殘局就為贏。 

(2) n 為 4、7、10、…、N (3)+1 即為 3+1、2(3)+1、3(3)+1…N(3)+1 則先下者為

輸，也就說 n 為 3 的整數倍加 1 時，第 1 次移位步數不管移 1 或 2 步，會

留下不安全殘局 N(3)+1 或 N(3)+2，只要後下者移完留下安全殘局，不移錯

步數，則先下者必輸。 
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研究五：在移位出九宮的遊戲中，兩人輪流下，每人每次可移動 1 步或 2 步棋情況下，

如何修改規則讓遊戲的情況產生不確定而變得有趣？ 

(一)根據 走路徑 1(R1)， 移位在第 7 步時不符合遊戲規則， 碰到 一定要移入

，但卻沒有， 移位總步數共 17 步。 

(二)根據 走路徑 2(R2)， 移位符合遊戲規則， 移位總步數共 13 步。 

(三) 走路徑 3(R3)，在第 10 步時不符合遊戲規則， 碰到 一定要移入 ，但卻

沒有的移動步數情形， 移位總步數共 15 步。 

(四)可見要出現 R1 和 R3，要修改 得碰到 第一次時可以選擇要或不要移入，但

第二次碰到 時則一定要移入，其他規定則不變下，就會出現 17、13 和 15 的

不同步數。 

(五)這樣的修改能增加遊戲的不確定性、趣味性與挑戰性。說明如下： 

1.綜合歸納 移位路徑與 移位總步數如下圖 5： 

 
圖 5 

結論 8： 

(1) 因為 R1、R2、R3 中， 移位的前 6 步是沒影響的，所以只畫 1 條 移位途

徑表示，避免畫面複雜； 為對稱線，所以 R4、R5、R6 亦然。 

(2) 圖 5 中黃色位置為 移位的第 7 步的關鍵步數位置，若 第 7 步移位至 g 則

決定了 只能走 R1；若 第 7 步移位至 b 則決定了 能走 R2 或 R3。 
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(3) 若 第 7 步移位至 b 後，圖 5 中藍色位置為 移位的第 10 步的關鍵步數位

置，若 第 10 步移位至 e 則決定了 只能 R2；若 第 10 步移位至 i 則決定

了 只能 R3。 

(4) 當先下者 先走 1 步，到關鍵的第 7 步剩 6 步為 2(1+2)為安全殘局，可以控

制先下者在第 7 步有選擇權，即 在 e 的位置是第 6 步，下第 7 步的人可以

決定 要往 g 走或往 b 走，若 往 g 走為確定為 R1，則 所剩下步數為

10=3(3)+1 步為不安全殘局，先下者為輸；反過來說若規則改為走到終點者為

輸，則先下者可選擇 R1 會贏，因為 所剩下步數為 10=3(3)+1 步為安全殘局，

同理 走對稱 R6 亦為相同情形。 

(5) 承上，當先下者在第 7 步 若選擇從 e 往 b 走時，則 選擇了走 R2 或 R3，

先下者在關鍵的第 10 步為剩 10-7=3 步為安全殘局，可以控制先下者在第 10

步有選擇權，即 在第 10 步時從 g 可往 e 走，往 e 走則 選擇了 R2 剩 3 步

為安全殘局到終點，先下者為勝；反之，若走到終點者為輸。同理 走對稱

R5 亦為相同情形。 

(6) 承上，若先下者在第 10 步 從 g 往 i 走時，則 選擇了走 R3，因為剩 5=3+2

步到終點為不安全殘局，先下者為輸。若改為走到終點者為輸，則可選擇 R3，

先下者為勝。同理 走對稱 R4 亦為相同情形。 
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研究六：在一開始移位出九宮的遊戲規則中，兩人輪流下，但每人每次改為可移動 1、2

或 3 步棋情況下，輸贏會變得如何？ 

(一)照一開始的遊戲說明下，可以發現正 n2 宮格中 最少移動總步數為 Sn =2(n-1) 

+3[2(n-1)-1]  

(二)將 Sn 依分配律演算： 

Sn=2n-2 +3(2n-3) 

=2n-2 +6n-9 

=(2+6)n-(2 +9) 

=8n-11。 

(三)每人每次改為可移動 1、2 或 3 步棋情況下，安全殘局是 1+3=4 或 4 的整數倍，

所以將 Sn 除以 4 得之餘數為先下者第 1 次移位的勝負關鍵 

1. Sn/4=(8n-11)/4 

=(8n-16+16-11)/4 

=[ (8n-16)+(16-11) ] /4 

=[ 8(n-2)+(5) ] /4 

= 8(n-2)/4+(5/4) =2(n-2)+1…1 

結論 9： 

(1) 當不管正 n2 宮格中 n 是 2 或 3 或 4…或 n，Sn 除以 4 最後餘數都會是 1。 

(2) 所以先下者第 1 次移位要移 1 位，便可留下 2(n-2)+1 個安全殘局(1+3=4)，而

立於不敗之地。 
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研究七：承研究六，但每人每次改為可移動 1、2、3 或 4 步棋情況下，輸贏會變得如何？ 

(一) 每人每次改為可移動 1、2、3 或 4 步棋，Sn 除以 5 得餘數為何？如下表 6 

表 6、每人每次改為可移動 1、2、3 或 4 步棋，Sn/5= (8n-11)/5 的餘數分析 

n 移動總步數：Sn = 8n-11  Sn /5 先下者移動第

1 次步數 

先下者移

動第 1 次

步數之輸

贏關係 

2 S2 = 8*2-11=16-11=5 5/5=1…0 1、2、3 或 4 輸 

3 S3 = 8*3-11=24-11=13 13/5=2…3 3 贏 

4 S4 = 8*4-11=32-11 =21 21/5=4…1 1 贏 

5 S5 = 8*5-11=40-11 =29 29/5=5…4 4 贏 

6 S6 = 8*6-11=48-11 =37 37/5=7…2 2 贏 

7 S7 = 8*7-11=56-11 =45 45/5=9…0 1、2、3 或 4 輸 

8 S8 = 8*8-11=64-11=53 53/5=10…3 3 贏 

9 S9 = 8*9-11=72-11=61 61/5=12…1 1 贏 

10 S10 = 8*10-11=80-11 =69 69/5=13…4 4 贏 

11 S11 = 8*11-11=88-11 =77 77/5=15…2 2 贏 

12 S12 = 8*12-11=96-11 =85 85/5=17…0 1、2、3 或 4 輸 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

n Sn = 8n-11  (8n-11)/5 餘數而定 餘數而定 

(二) 每人每次改為可移動 1、2、3 或 4 步棋情況下，安全殘局是 1+4=5 或 5 的整數

倍，所以將 Sn 除以 5 得餘數為第 1 次移位的勝負關鍵 

結論 10： 

1. 從 Sn/5=(8n-11)/5=(5n+3n-11)/5=5n/5+(3n-11)/5=n+(3n-11)/5 從 Sn/5=(8n-11)/5 中

找不明顯規律。 

2.從表 6 中發現要是餘數而定，餘數為 1、2、3 或 4 為贏，餘數為 0 時整除不管

怎麼下第一次移位步數都是輸。 
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2.但從表 6 分析中可以找規律性，發現 n 為 2、7、12 時 Sn/5 剛好整除餘數為零，

所以不管先下者如何下第 1 次移位，皆會留下不安全殘局，所以必輸。即 n

為 2 或 2+5N(N 為自然數)時會輸。 

3. 從表 6 可發現 n 為 3、4、5、6 與 8、9、10、11 時，Sn/5 剛好餘數依序皆為 3、

1、4、2，所以先下者只要下第 1 次移位移對步數，可留下安全殘局，所以必

贏。 

4.從 Sn /5 的餘數可發現先下者為勝還是有跡可循 

(1)餘數為 3 時，第 1 次移位要移 3 步數，可留下安全殘局，此時 n 為 3 或 3+5N(N

為自然數)。 

(2)餘數為 1 時，第 1 次移位要移 1 步數，可留下安全殘局，此時 n 為 4 或 4+5N。 

(3)餘數為 4 時，第 1 次移位要移 4 步數，可留下安全殘局，此時 n 為 5 或 5+5N。 

(4)餘數為 2 時，第 1 次移位要移 2 步數，可留下安全殘局，此時 n 為 6 或 6+5N。 

(5)此時要記住可能就沒那麼容易了，還需要對照表 6 才行，不然就要發些時間

計算了。 



 25 

研究八：承研究七，但每人每次改為可移動 1、2、…K(1≦K≦7)步棋情況下，輸贏會變

得如何？ 

(一) 先要找出安全殘局 1+K 為多少，利用 Sn 除以(1+K)之餘數來判斷先下者第 1 次

移位步數來決定輸贏，如下表 7 

表 7、Sn/(1+K)= (8n-11)/ (1+K)的餘數即可分析 

 

註：紅字 S2/5=1…0 不符合遊戲規則，總移位步數要大於每次可移位最大步數

(K)。 

結論 11： 

1. 每人每次改為只可移動 1 步時，先下者第 1 次移位步數要移位 1 步數為致勝

步數。 

2. 每人每次改為可移動 1、2 或 3 步時，先下者第 1 次移位步數要移位 1 步數為

致勝步數。 
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3. 每人每次改為可移動 1、2…或 7 步時，先下者第 1 次移位步數要移位 5 步數

為致勝步數。 

4. 從表 7 中除了上述先下者有一定第 1 次移位步數有致勝步數外，其他每人每

次可移動 1、2…或 K 步時，K 為 2、4、5 或 6，則要對照表 7 來決定正 n2 宮

格 Sn/(1+K)之餘數來作為判斷依據。 

伍、討論與結論 

一、破解為什麼阿爸總是贏，因為在玩移位出九宮的一開始遊戲規則下，每人每次可以

移 1 或 2 步棋， 移動最少總步數(S3)是 13 步，老爸總是移完之後留下 1+2=3 的倍

數步數，讓他自己一直處於安全殘局的狀態下，所以一直處於勝方。所以在一開始

的移位出九宮的遊戲規則下，對先下者有利，只要先下者第 1 次移位步數為 1 步，

留下 12=4(1+2)步，就能掌握在下完 4 輪後，一定是先下者可以走完最後 1 步，而立

於不敗之地。 

二、在一開始遊戲規則下，從表 5、可以發現正 n2 宮格移位最少總步數(S3)為 2(n-1) 

+3[2(n-1)-1]，其中 3[2(n-1)-1]是 3 的整數倍為安全殘局，所以只要討論 2(n-1)/3 的餘

數情形就行了，可以歸納發現 n 為 3-1、3；2(3)-1、2(3)；3(3)-1、3(3)；…；N(3)-1、

N(3)時，先下者第 1 次移位步數等於 2(n-1)/3 的餘數時為贏(N 為自然數)，餘數依序

為 2、1；2、1；2、1；…；2、1。當 n 為 3+1、2(3)+1、3(3)+1…N(3)+1 時，先下者

不管第 1 次移位步數為 1 或 2 步皆留下不安全殘局為輸。若改變規則為最後移位到

終點者為輸，則豬羊變色，反而當 n 為 3+1、2(3)+1、3(3)+1…N(3)+1 時先下者第 1

次移位步數為 2 步會留下安全殘局(3 的整數倍加 1)為贏。 

三、若改變一開始遊戲規則如研究五，使 得碰到 第一次時可以選擇要或不要移入，

但第二次碰到 時則一定要移入，其他規定則不變下，當先下者 先走 1 步，到關

鍵的第 7 步剩 6 步為 3 的 2 倍為安全殘局，先下者可以掌控在第 7 步有路徑選擇權，

即 在 e 的位置是第 6 步，移第 7 步的人可以決定 要往 g 走或往 b 走，若 往 g

走為確定為 R1，則 所剩下步數為 10=3(3)+1 步為不安全殘局，先下者為輸；反過

來說若規則改為走到終點者為輸，則先下者可選擇 R1 會贏，因為 所剩下步數為

10=3(3)+1 步反而為安全殘局，同理稱路徑 R6 亦為相同情形。 



 27 

四、承上，當先下者在第 7 步 若選擇從 e 往 b 走時，則 選擇了走 R2 或 R 徑 3，先下

者在關鍵的第 10 步為剩 10-7=3 步為安全殘局，可以控制先下者在第 10 步有選擇權，

即 在第 10 步時從 g 可往 e 走，往 e 走則 選擇了 R2 剩 3 步為安全殘局到終點，

先下者為勝；反之，若走到終點者為輸。同理 走對稱 R5 亦為相同情形。 

五、承上，若先下者在第 10 步 從 g 往 i 走時，則 選擇了走 R3，因為剩 5=3+2 步到終

點為不安全殘局，先下者為輸。若改為走到終點者為輸，則可選擇 R3，先下者為勝。

同理 走對稱 R4 亦為相同情形。 

六、從研究五中發現能掌控關鍵轉折點和並計算所剩步數為安全殘局的人，有掌控致勝

的優勢，所以在上述條件成立下，對先下者還是有利的。 

七、在正 n2 宮格中以一開始遊戲規則下，從表 7、利用 Sn 除以(1+K)之餘數來判斷先下

者第 1 次移位步數來決定輸贏，可以發現每人每次改為只可移動 1 步時或每人每次

可移動 1、2 或 3 步時，不管正 n2 宮格為多少，只要先下者第 1 次移位為 1 步數為致

勝步數；若改為每人每次可移動 1、2…或 7 步時，先下者第 1 次移位步數要為 5 步

數為致勝步數；除了上述 K 為 1、3 或 7 時先下者有一定第 1 次移位步數有對映致勝

步數 1、1、5 外，其他每人每次可移動 1、2…或 K 步，K 為 2、4、5 或 6 時，則要

對照表 7 來決定正 n2宮格 Sn/(1+K)之餘數來作為判斷依據。 

陸、未來展望 

一、可探究當規則修改成 可以斜走時，其他不變的情形下，兩人輪流下，每人每次可

下 1、2…或 K 步之移位出九宮之安全殘局分析。 

二、可探究若三人輪流下，每人每次可下 1 步或 2 步之易位九宮之安全殘局分析。 
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