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當達文西遇上柏拉圖立體 

 摘要    

以繪圖為出發點，應用立體的頂點、邊、面，深入探討如何以切割「面」，並製作卡榫，

以組合出五個柏拉圖立體。運用學習過的數學幾何知識，將正多面體的面進行切割與組合，

先面面相扣組成花紋層次的平面，再以達文西定義的「立面化」設計不同的結構元件，挑戰

立面化後的對偶多面體。我們發現不管是重心，或者是空間幾何，利用比例特別設計的單一

元件組合完成的柏拉圖立體，猶如藝數幾何星球，而且都有其美麗的規律存在，快來看看我

們如何運用這些規律描繪出達文西獨一無二的想像吧! 

壹、研究動機   

    去年國一暑假的時候，數學老師邀請我去擔任小隊輔，那是一個叫做「魔數師修練營」

的數學營隊，要帶領可愛的小學生們玩許多和數學相關的課程，其中讓我印象最深刻的，是

IQ–light 的組裝。IQ–light 是利用 30 個相同的菱形元件相互扣在一起，再依序拼成一個完整

的多面體，老師還教大家在其中裡放入燈泡，讓原本看起來很普通的多面體變得像天上的月

亮一樣漂亮。 

    從那一刻起，學美術的我才發現，原來數學也可以如此美麗，心中開始對於多面體這樣

的結構萌發出了好奇心和濃厚的興趣。上網查詢相關資料，看到帕西奧利及達文西的著作《神

聖比例》一書的畫作，讓我想更加深入的去了解正多面體的面貌，於是開始自己動手做，也

想要製作出屬於自己的獨一無二的柏拉圖立體。 

    老師說這是一個好的開始，建議可以把我和同學的研究過程與作品分享給大家，因此，

我們大膽地參加了科展，希望大家也可以看見簡單又美麗的數學世界。 

 

貳、研究目的 

我們想以幾何元素出發，利用尺規作圖製作組合基本的元件，設計用單一元件就能組合

出正多面體的可能方式。 

一、 面面相扣:以「面」製作正多面體的卡榫，切割出單一的表面組合元件。 

二、 點數成星:利用單一的表面結構元件，將正多面體的面進行「立面化」。  

三、 延伸應用:修改結構條件，嘗試不同高度的立面化效果。 
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參、研究設備及方法 

一、研究設備與材料 

     參照了坊間 IQ light 元件的特質，我們設定了四個主要需求：透光、輕盈、簡潔、卡

榫。所需要的研究材料有：圓規、尺、夾子、粉彩紙、描圖紙、PP 合成紙、電腦(Inkscape

軟體、RDworks、文書處理)、雷射雕刻機等。 

    需求表整理如下: 

二、尺規作圖  

    在研究製作過程中，所使用的正三角形、正方形、正五邊形，都是透過尺規作圖的

方法獲得。最後的成品，因為要透過雷射雕刻機切割，所以，作圖另外透過電腦以

Inkscape 製圖轉檔，再用 RDworks 處理，進行結構元件切割。 

  三、卡榫製作 

    考量組合時若利用黏著劑，有可能沾黏，造成元件無法復

原，我們期望結構元件可以重複利用，所以想到了小時候的搓

搓樂紙盒(如右圖)，裡面的隔間所使用了的卡榫設計，我們將

一樣的方法應用在製作的基本元件上，使元件在進行組合時，

無需使用膠劑黏合。    

材料名稱 1.圓規 2.直尺 
3 粉彩紙、描圖紙 PP 合

成紙 

圖片 

 

 

 

機具名稱 4.美工刀 5. 雷射雕刻機 

6. 電 腦 (Inkscape 、

RDworks 軟體、文書處

理)  

圖片 

   

a 

a 
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肆、研究過程與結果 

 

 

一、研究過程 

       帕西奧利及達文西的著作《神聖比例》一書中，達文西筆下繪出的正多面體，每個

面均由全等的正多邊形組成，且每個頂點所接的面數量一致。 

  老師說若要利用單一元件組成正多面體，必須先對其頂點數 V、邊數 E 和面數 F 的

性質要有所了解，若每個面的邊有 p條(p≥ 3)且每個頂點相交的邊有 q條(q≥ 3)，則:   

V- E+ F=2 ，且 

q V =2 E = p F 

兩式合併為: 

 

2𝐸

𝑞
− 𝐸 +

2𝐸

𝑝
= 2 

於是， 

1

𝑞
+

1

𝑝
=

1

2
+

1

𝐸
     

其中 E >0，p≥ 3且q≥ 3， 

所以， 

1

𝑞
+

1

𝑝
>

1

2
 

 

 

 

 

     

    從上面的結果，可得到5種正多面體，以施萊夫利符號表示{𝑝, 𝑞}，各別是正三角形

所組成的正4面體{3,3}、正8面體{3,4}與正20面體{3,5}，還有正方形所組成的正6面體，

和正五邊形構成的正12面體{5,3}，為了設計單一的切割元件，我們先將5個正多面體的

相關資料整理如下表1: 

 

p 3 3 3 4 5 

q 3 4 5 3 3 

研究一、面面相扣: 以「面」製作正多面體的卡榫，切割出單一組合元件。 
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表 1 五種正多面體的頂點、邊、面 

柏拉圖立體 圖形 頂點數 邊數 施萊夫利符號 

正 4 面體 

 

4 6 {3,3} 

正 6 面體 

 

8 12 {4,3} 

正 8 面體 

 

6 12 {3,4} 

正 12 面體 

 

20 30 {5,3} 

正 20 面體 

 

12 30 {3,5} 

 

二、研究結果 

(一)分割面積的卡榫_重心 

     利用尺規作圖畫了三個不同的圖形分別是以正三角形、正方形、正五邊形為基底，以

「邊」做為主體，基於每一條「邊」皆由兩個相鄰的面交接，所以用「面」來製作卡榫，就

需要將面進行分割，面積均分是我們腦袋裡最先浮現的點子，因此初步利用正多邊形的重心

來進行切割，尺規作圖畫出來的組合元件如下圖。 

正多邊形手繪的結構元件元件 

重心 

稜邊 

正三角形分割後 正方形分割後 正五邊形分割後 
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    尺規作圖完成的三種單一切割元件的設計後，一一用描圖紙仔細裁減，並將面積切割元

件逐一組裝完成各種正多面體。 

作品圖表 2  單一切割元件的組合—以面為卡榫的正多面體 

正多面體 切割元件 製作過程 

正４面體 

  
     

正６面體 

      

正８面體 

  
     

正１２面體 

 
     

正２０面體 

  
     

 

利用切割元件組裝的正多面體成品非常特別，每個正多邊形上不僅有非常清楚的稜

線，組裝過程因為旋轉而產生的光影交疊，形成特殊的紋路，這個單一元件分割面積進行卡

榫，彼此間產生旋轉式的交疊，結果令人欣喜。 

正三角形分割後 

正方形分割後 
正五邊形分割後 
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(二)研究一歸納整理 

要組合一個正多面體，需要多少切割元件呢? 從下表 3，我們可以觀察出其中的關係: 

表 3  正 n面體組合單一切割元件元件需求數 

 正４面體 正６面體 正８面體 正１２面體 正２０面體 

正 n 面體 

 
n=4 

 
n=6 

 
n=8 

 
n=12 

 
n=20 

正 m 邊形 
  

m=3 
  

m=4 
 

m=3 
 

m=5 

 
m=3 

總邊數 6 12 12 30 30 

元件數 6 12 12 30 30 

規律 1 

假設切割正 m 邊形面積時，設計以「邊」為主的元件，組合時的秘訣，就是正 n 面體

共有多少稜邊，就需要多少個切割元件。 

因此， 

結構元件需求數=正 n 面體的總邊數 

規律 2 

    若從面積來看，每個切割元件扣除卡榫後，在組合時貢獻給正多面體的遮蔽面積都

是原正 m 邊形的
2

𝑚
。 

    因此，假設正 n 面體是由正 m 邊形構成，共需 r 片切割元件組成，則 n、m、r 三

者的關係可以寫成: 

𝒓 =
𝒏

𝟐
𝒎

=
𝒏 × 𝒎

𝟐
 

    例如:正 12 面體由正 5 邊形構成， 

𝑟 =  
12 × 5

2
= 30 

透過上，即可算出組成一個正 12 面體，需要 30 片正五邊形的切割元件。   
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(三)研究一問題討論 

    利用正多邊形的重心來進行切割柏拉圖立體的「面」製作卡榫，切割元件組合過程，可

以清楚地在正多面體的內部觀察到每個面，皆均分成全等的等腰三角形。 

    還有，卡榫無論將卡在內或卡在外，正多面體的線條呈現都非常迷人，不過操作時，後

者會比前者要容易組合。 

    第一次製作的切割元件，仍有許多需要修正的地方，以下就元件的修改上進行說明。 

1. 製作材質 

    原先使用 110 磅市售的描圖紙製作，雖然透光度佳，裁切容易，但後來因為紙質過

軟，造成組合上的困難，因此決定修改成較厚的粉彩紙或其他硬紙。 

    可惜，本以為利用較厚的粉彩紙或其他硬紙組合會更好，但卻容易破裂毀損，透光

度也不佳，甚至嘗試過回收紙杯的材質，有礙於厚度規格不容易統一，都只好放棄。最

後，找到 PP 合成紙，不過，厚度較大，即使用一般的剪刀或美工刀片都難以控制裁切後

元件的品質，解決方案: 

 此後的研究作品多以 PP 合成紙，且用雷射雕刻切割完成。 

2. 卡榫切口 

組合過程也發現，平整的切口在多層次的重疊組裝之後，越來越厚以至於不容易鑲

卡，因此切割元件的卡榫需要切口製造更多的空間，解決方案如下圖示: 

                   將原圖 A 的切口修改成 B 缺口可能比較好。 

 

 

 

 

卡榫在內          卡榫在外 

外心 

稜邊 

外心 

稜邊 

切割元件卡榫切口修正_以正三角

A B 
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3. 卡榫外型最佳化 

    操作自由軟體 Inkscape，將卡榫外型進行修改，使除了上述的切口外，我們也利用

線的節點修改，使切割元件的線條更平滑，修飾過的卡榫，控制圈數、發散度和內徑，

切割元件在重心交接處，可以產生螺旋線的效果，最後的切割元件完稿如下圖所示。 

    

 

 

 

 

 

 

    最終修正的切割元件組合出的正多面體成果如下:  

作品圖表 4  面積切割元件雷雕組合作品 

 正４面體 正６面體 正８面體 正１２面體 正２０面體 

切

割

元

件  
 

 
 

 

r 6 12 12 30 30 

最

佳

化

成

果 

     

     

 

  

正方形切割 正五邊形切割正三邊形切割

切割元件外型最佳化結果 
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一、研究過程 

(一)有關於面的「立面化」 

    雖然「立面化」常見於建築設計或工業設計產品中，不過，最早提及立面化一詞的，

是在帕西奧利及達文西的著作《神聖比例》一書。達文西於書中，也以正角椎體繪製了柏

拉圖立體立面化的想像結果(如下所示)從他的作品中可以觀察，若利用正三角形進行結構

元件的設計，構面出立面化的五個柏拉圖立體是可行的，其中，正 n邊形立面化成正 n角

椎的圖示如下: 

 

(二)立面化的估算 

    首先，用正三角形(邊長為 a)進行正多面體每個正多邊形的立面化，立面化後，每個

正角錐的高度(𝑂𝐻̅̅ ̅̅ )如下: 

1. 正三角形的立面化 

  ∠AOB＝120° 

    ∠OAB＝∠OBA＝30° 

    
AB

AOBsin
＝

OA

OBAsin
 

    
a

120sin
＝

OA

30sin
 可得:  

OA＝
3

3a
  ，依畢氏定理:  

2

OA +
2

HO =
2

HA 

2

3

1








a +  𝑂𝐻̅̅ ̅̅ 2  = 2a  

 𝑂𝐻̅̅ ̅̅ 2= 2a － 2)
3

3
(
a

 𝑂𝐻̅̅ ̅̅ 2=
3

2 2a
        𝑂𝐻̅̅ ̅̅ =

3

6
a  

 

研究二、點數成星: 利用單一結構元件，將多面體的面「立面化」。 

《神聖比例》一書中的正多面體 達文西立面化後的柏拉圖立體 

A 

B 

C 

O 

H 

A 

B 

C 

中心點 
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2. 正方形的立面化 

正方邊形 ABCD 邊長為 a  

在△AOH 中 

2

OH =
2

AH −
2

AO  

=
2a － 2)

2

2
(
a

=
2

1 2a  

  

 OH ＝
2

2a
  

 

3. 正五邊形的立面化              

正五邊形 ABCDE 邊長為 a  

∠AOB＝
5

360

＝72° 

△AOB 為等腰三角形 

∠OAB＝
2

72180  
＝54° 

在△AOH 中 

2

AO ＝
54cos2

a
＝

36sin2

a
 

在△AOH 中 

2

OH =
2

AH －
2

AO  

= 2a － 2)
36sin2

(


a
 

OH ＝ a 

2

36sin2

1
1 











 

歸納整理 

    統整上述三個正多邊形立面化後的高度，我們還可以把邊長為 a正 m 邊形視作圓 O的圓

內接正多邊形，已知圓周是 2π ,則正 m邊形的每一中心角θ都是 2π/m 。則半徑 r、邊長

為 a、圓心距 h，三者的關係可以寫成:  

A 

B 

C 
D 

A 

B 

C 
D 

H 

O 
中心點 

A 

B 

C 

D E 

A 

B 

C 

D E 

H 

O 
中心點 
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ℎ = 𝑟 ∙ 𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑚
=

𝑎

2 tan
𝜋

𝑚

 

r =  
ℎ

cos
𝜋
𝑚

=
𝑎

2 sin
𝜋
𝑚

 

而正 n 邊形立面化後的高度  OH 2= 𝑎2 − 𝑟2，可得: 

  OH = √𝒂𝟐 − (
𝒂

𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝒎

)
𝟐

    

二、研究結果 

(一)結構元件設計  

1.設計原理 

類別 正三角錐 正四角錐 正五角錐 

展開圖 

 
  

設計原理 

   

設計說明 

1.卡榫設計  

   單一結構元件的組合需要卡榫處，選擇正角錐的頂點當卡榫交接

處，從開圖可清楚知道交接點位置，這樣的結構元件也可以獨自組成

一個正角錐體。 

2.面面相扣 

    從研究一可以知道元件彼此組合相扣的空間很重要，所以元件與元件之間交錯的空間必

須先預留邊長的一半。右圖紅線為設計方式的舉例。 

 

O 

a 
r 

H 

𝜃 h 

𝑎

2
 

𝑎

2
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歸納整理 

  

  

 

 

 

    在多次嘗試的錯誤經驗累積，元件設計有幾個要特別留意的重點，紀錄如下: 

 方向: 元件的卡榫方向與卡榫手臂同一側(手臂在左，卡榫向左)會比不同側效果好。 

 切口: 切口的設計，可以容納數片元件重疊的厚度，減少組合變形件的機會。 

 接頭: 接頭過小，元件彼此不容易固定，接頭過大，則容易造成組合旋轉時的困難度，

組裝時，因為不容易控制內部的正三角形，也較容易錯亂。以下圖芋葉元件做為舉例。 

 

 

 

 

 

 手臂: 元件的手臂寬度不能過細，容易在雷切的時候斷裂；另外過粗也不恰當，以下列

獨角獸元件為例，除了組合困難，免強組合完成後，也很難辨識原來的正多面體型態。 

 

 

 

 

 

 

手臂 

方向 

方向 

切口 

芋葉元件                       組成正 20面體 

獨角獸元件 過粗             艷紫荊元件  過細             正 4面體  難辨識              
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2.試誤紀錄 

    從嘗試錯誤的過程中，失敗了許多設計的圖稿，每一次都抱著希望，但是常常得到的是

失落。不過，我們相信每一次的錯誤，都能帶給我們新的討論空間，以下是這些日子，我們

一起將結構元件設計進展到最佳化的紀錄說明。 

 

作品圖表 5  試作記錄分析圖表，以正三角形為例 

  

紀錄 1: 

圖 A:卡榫太長，扣起來會變形 

圖 B:卡榫處的角度大於 90°，以致無法相扣。所以卡

榫的角度需小於 90 度，才可完全卡緊。 

圖 C: 卡榫的大小有誤差，導致無法穩定。 

紀錄 2: 

圖 D:卡榫不夠有力，需要修正。 

圖 E:交接處因為構圖的問題，無法卡緊。我們覺得

改用鑲嵌的方式來繪稿，可以問題這個解決。 

圖 F:海豚背鰭凸出三角形外，扣不起來。 

  

紀錄 3: 鑲嵌的運用 

圖 G:凸出的背鰭修到三角形內，鑲嵌後，扣起來較

緊。 

圖 H:因為角度問題，以五片相扣時，會導致卡榫無

法緊扣而鬆開。  

紀錄 4: 角度 60°、70°、𝟖𝟎°測試 

圖 I、圖 J、圖 K: 

做此比較的目的是為了測試哪一個度數的缺口做成

的卡榫最合適，經三者比較後，選了 60°的。 

 

 

紀錄 5: 初步完成可用設計 

圖 L: 將圖 G 調整完成，完成海豚。 

圖 M、圖 N: 

恐龍雖然可以成功相扣，但凹陷處在面面扣時，無

法扣出好看的形狀，得再嘗試構圖方面。 

A B C D E F 

G H  I J K 

L M N 
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(二) 立面化成果 

1.結構元件 E化 

成功設計的結構元件，使用 Inkscape描繪，以邊為單位，透過旋轉鏡射等功能圍成

正三角形，正方形或正五邊形，因篇幅有限，以下將設計的作品舉例呈現如下表: 

作品圖表 6 Inkscape 描繪結構元件作品 

元件

名稱 
天鵝湖 

元件

名稱 
網球拍 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

元件

名稱 
鼠年數年 

元件

名稱 
無限符號 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

元件

名稱 
貓的報恩 

元件

名稱 
無限超人 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 
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2.描繪出達文西的想像 

    因為設計的元件款式很多，我們選了不同形狀裡最美麗的元件組合出以下的作品，其餘

的設計，希望有機會可以在現場向各位老師呈現: 

作品圖表 7  組裝成品與達文西立面化的柏拉圖立體對照 

項目 結構元件 作品實拍 達文西的想像 

正 

4 

面 

體 

 
  

正 

6 

面 

體 

 
  

正 

8 

面 

體 

 
  

正 

12 

面 

體 

 
 

 

正 

20 

面 

體 
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歸納整理 

1. 組合成立面化的柏拉圖立體，需要幾個結構元件呢? 

    結構元件的設計以面為主，所以每個正 n面體，都 n片的正 m邊形的結構元件，就

可以組成立面化的正多面體喔! 

2. 結構元件 

    結構元件的設計基礎，是以正角錐的展開圖為主。因此，每一個單一元件，也可以

獨立組成一個正角椎體。 

 

 

 

 

 

3. 對偶多面體  

    動手組合完成至多種正多面體，彷彿可以放射出光芒一般，看起來是不是跟星星一

樣美麗?如果將作品卡榫的位置當成頂點來進行觀察，是不是會覺得似曾相識?以下讓我

們一起觀察下面的正四面體的圖形變化。 

 

 

 

 

 

 

 

    以同樣的視角，來觀察其他四個正多面體立面化後的變化，一樣可以觀察到有新的

多面體的樣態，正 6面體立面化後，可以觀察出是正 8面體，而正 8面體立面化後又形

成正 4面體的模樣，上網查了資料，發現這就是所謂的對偶多面體，同理，我們也可從

作品的組合中觀察到正 12面體和正 20面體互為彼此的對偶多面體。 

 

正三角錐 網球拍             正四角錐 無限符號           正五角錐 無限超人           

立面化正 4面體   /貓的報恩          可看成另一個新的正 4面體 
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一、研究過程 

(一)不同高度的運算  

    依據達文西的作品，主要是以正三角形為側面的正角錐體

設計為立面化，如果改變立面化的高度，將正三角形延伸成不

同腰長的等腰三角形，結果又是如何呢? 

    由研究二的歸納整理可以知道，要在平面中心點產生高度

(𝑂𝐻̅̅ ̅̅ )，則側面等腰三角形的腰長 S、外接圓半徑 r、正多邊形邊

長 a 三者的關係可以寫成: S > r， 

S >  
𝑎

2 sin
𝜋
𝑚

 

 

類別 正三角形 正方形 正五邊形 

θ =
𝜋

𝑛
 60° 45° 36° 

等腰三角形 

腰長限制 

S >  
𝑎

2 sin
𝜋
𝑚

 

S >  
𝑎

2 sin 60°
 

概算: 

𝑺 >  𝟎. 𝟓𝟕𝒂 

S >  
𝑎

2 sin
𝜋
𝑚

 

S >  
𝑎

2 sin 45°
 

概算: 

𝑺 >  𝟎. 𝟕𝒂 

S >  
𝑎

2 sin
𝜋
𝑚

 

S >  
𝑎

2 sin 36°
 

概算: 

𝑺 >  𝟎. 𝟖𝟓𝒂 

    依據上表的整理，可以觀察到，正 m邊形的中心角 
𝜋

𝑚
 越大，腰長 S 則越大，而為的設

計時方便換算，我們用電算機將實際的比值進行概算，以供參考。 

(二)試誤作品  

    開始思考不同高度所造型的立面效果，從研究二中的實作過程，可以很清楚知道，卡榫

的交點位置就是控制立面高度的主要因素，因此，開始以不同比例進行了多次的試誤測試，

以正 n邊形的高過程紀錄如下: 
 

研究三、延伸應用: 修改結構條件，嘗試不同高度的立面化效果。 

r 
𝜃 o 

H 

邊長 

腰長 
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作品圖表 8 不同高度的立面效果嘗試試驗，以正三角形為例 

 紀錄 7: 腰長:邊長  1:1   2:3    1:2 

圖 O: 對照組，研究二的立面化比例 1:1。 

圖 P: 在相扣時，會有點太緊。因伸出的腳太短，雖

然在各方面無大問題，但是在外觀上，較不適

合。 

圖 Q:  S=0.5a，無法完成(𝑺 > 𝟎. 𝟓𝟕𝒂)。 

    在研究三中，元件設計時，
𝑠

𝑎
> 1一定可行，但是當

𝑠

𝑎
< 1時，適用於正三角形的腰長、

邊長比，未必適用於正方形和正五邊形的元件，這一點可以從研究二的實作與觀察得知，同

一個 
𝑠

𝑎
 比例的條件下，立面化高度正三角形>正方形>正五邊形。 

 

二、研究結果 

(一) 不同高度結構元件 E化 

用不同的
𝑠

𝑎
設計的結構元件，以邊為單位，透過旋轉鏡射等功能圍成正三角形、正方 

形、正五邊形，因篇幅有限，將設計的作品舉例呈現如下表:  

 

作品圖表 9  Inkscape 描繪結不同比值的構元件作品 

元件

名稱 
遊戲海豚 

元件名

稱 
考古化石 

元件

名稱 
天堂鳥 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

元件

名稱 
蝴蝶寶盒 

元件名

稱 
芋葉(修正版) 

元件

名稱 
豔紫荊                                                         

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

電 

腦 

繪 

圖 

作 

品 

 

O P 
Q 

   1:1 3:2 2:1 
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(二) 不同高度結構元件 

    利用不同高度設計了不同的元件，組合成果如下表，選擇的作品多是以 
 𝑠

 𝑎
< 1為主，

主要原因是因為我們準備的 100張 PP合成紙已經快要用罄，在報告書繳交期限前，新的還

沒有到貨，因此只能先選擇較小的元件完成雷射切割，
 𝑠

 𝑎
> 1的成品有機會會場再展出。 

作品圖表 10  以不同腰長與邊長比設計的元件組合 

項目 作品實拍 

正 

4 

面 

體 

 

元件名稱  考古化石 

腰長:邊長 
𝑠

𝑎
 =  

5

7
 

正 

6 

面 

體 

 

元件名稱  蝴蝶寶盒 

腰長:邊長 
𝑠

𝑎
 =  

10

13
 

正 

8 

面 

體 

 

元件名稱  遊戲海豚 

腰長:邊長 
𝑠

𝑎
 =  

5

7
 

正 

12 

面 

體 

 

元件名稱  天堂鳥 

腰長:邊長 
𝑠

𝑎
 =  

7

8
 

正 

20 

面 

體 

 

元件名稱  考古化石 

腰長:邊長 
𝑠

𝑎
 =  

5

7
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伍、研究探討 

一、製作過程的問題探討 

(一)元件切割降低製作誤差 

        因為同樣的元件要反覆剪割很多次，所以我們剛開始的

設計線條非常簡單，元件也要很大，否則太精細不但容易因為手

工切割造成誤差，也會花費許多時間剪裁。後來，老師建議我們

用繪圖軟體搭雷射雕刻，解決了「製作誤差」這個的難題。 

    此外，有了電腦繪圖和雷雕，就可以盡情創作，不僅精密度提高許多，許多細微的

設計也都能實現，從下面的恐龍進化圖板，就可以看出這其中的差異和改進。 

 

(二)雷射切割功率與速率  

    雷射切割功率的測試對我們也是一大考驗，學校的雷雕機，多是用來切割木片居多，

我們要切的紙片厚度只有 0.3mm 的紙，確實是一大考驗，我們準備的 PP 合成紙也因此

成了嘗試錯誤的學費，損失了不少。  

 

作品圖表 11   雷雕機切割與雕刻測試 

切割測試(黑線切割) 雕刻測試(綠線摺痕) 

  

速率:  100       80         60  mm/s 速率:      170           120           100    mm/s 

功率:   35       30         25  % 功率:      15             13             11 

測試結果:選擇速度:90mm/s  功率:33% 

成功切割，焦痕低 

測試結果:選擇速度:120mm/s  功率:13% 

摺痕深度剛好，可以加速組合流程 

手作的恐龍 精緻化的恐龍化石 正 20面體 /考古化石 

R 

成功 

S 

未切斷 

U 

裂開 T 

失敗 

V 

恰好 

 

W 

不明顯 
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(三)PP 合成紙不易買到 

    市面上的 PP 合成紙多是賣給工廠生產線使用，沒有分裝和零賣，後來打電話給開

模的老闆，她知道用在科展，很樂意賣給我們一些，可惜我們沒有來的及切割完成所有

的設計，不過，老闆這次會賣給我們更大張的 PP 合成紙，期待之後切出更大的作品吧!    

 

二、研究結果探討 

(一) 研究一:面面相扣~完整的面積切割元件 

若從面積來看，每個利用重心切割完成的元件，在扣除卡榫後，必須貢獻給正多面

體的遮蔽面積都是原正 m 邊形的
2

𝑚
。因此，由正 m 邊形構成的正 n 面體，共需 r 片

切割元件組成，則 n、m、r 三者的關係可以寫成:𝒓 =
𝒏
𝟐

𝒎

=
𝒏×𝒎

𝟐
 

(二) 研究二:點數成星~呼應達文西的立面化 

  

 

 

正 m 邊形組成的正多面體立面化高度， 𝑶𝑯̅̅ ̅̅̅ = √𝒂𝟐 − (
𝒂

𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝒎

)
𝟐

   ，當邊長固定: 

正三角形的𝑂𝐻̅̅ ̅̅  > 正方形的𝑂𝐻̅̅ ̅̅  > 正五邊形的𝑂𝐻̅̅ ̅̅  

 

(三) 研究三:延伸運用~多樣立面化藝數星球  

   當正角錐的側面邊長由正三角形的 a 換成等腰三角

形的腰長 S，則:正 m邊形的中心角 
𝜋

𝑚
 越大，腰長 S 則

越大。 

S >  
𝑎

2 sin
𝜋
𝑚

 

最後，將上列三個研究的數形關係與各個元件作品整理如下表:  

A 

B 

C 

D E 

A 

B 

C 

D E 

H 

O 
中心點 

r 
𝜃 o 

H 

邊長 

腰長 
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表 12  研究一~三作品整理 

類別 研究一:面面相扣 研究二:點數成星 研究三:延伸應用 

正 

4 

面 

體    

正 

６ 

面 

體    
正 

8 

面 

體 
   

正 

12 

面 

體 
   

正 

20 

面 

體 
   

數論 

正 m 邊形組成正 n 面體 

的切割元件數 r: 

 

𝒓 =
𝒏

𝟐
𝒎

=
𝒏 × 𝒎

𝟐
 

邊長 a 的正 n 面體以正三

角形立面化高度: 

√𝒂𝟐 − (
𝒂

𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝝅
𝒎

)

𝟐

    

邊長 a 的正 n 面體以等腰

三角形立面化的腰長 S: 

 

𝐒 >  
𝒂

𝟐 𝐬𝐢𝐧
𝝅
𝒎
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三、剪紙成心，點數成星 

    最後，同學們都在想，做了這麼多美麗的正多面體，還能再做些什麼? 

    我們先利用重心剪出切割元件，再與達文西的畫作連結，將立面化柏拉圖立體實體

化，我們都非常樂見這些美麗的幾何立體結構，能真正放出光芒。於是，當生活科技老師

邀請我們把作品分享給更多人，要讓它與機電整合成一個新興科技的跨域課程，我們都非

常驚喜，一想到有朝一日會有更多喜歡美術又熱愛數學的人看到這些的作品，手再痛也都

值得! 

    這或許是我們額外的收穫，寫到這裡，也要和各位說晚安了，願達文西筆下的這些美

麗的柏拉圖星球能伴你一夜好夢! 

作品圖表 13  點亮藝數星球 

元件名稱 點亮前 點亮後 

正 12 面體 

(鼠年數年) 

  

正 12 面體 

(無限超人) 
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陸、結語 

  有人說，科技始終來自人性，在這次的實作、學習與研究的過程中，我們真正體會到生

活就是許多科學的體現，國中課業雖然繁重，卻也因這樣的學習歷程，讓讀書變得一點都不

無趣，我們也在不斷嘗試錯誤的過程中學到許多: 

一、做中學，學中做： 

    一百多個日子，每次一點時間的討論，透過合作，一起分工合作，失敗也不

退縮，我們學習到很多有趣的、無法想像的東西，也開始知道怎麼把自己想的，

變成真的，體會到創新的重要性與可貴。  

二、設計軟體和科技運用的增能： 

    嘗試錯誤，一錯再錯的時候，雖然很無奈，但幸好網路無遠弗屆，我們可以

一直受挫，卻也可以一直找方法學習，解決問題，或許還有不足，但學無止境，

我們很勇敢，會一直繼續。 

三、善用知識、舉一反三： 

    古人說，書到用時方恨少，果真如此! 原以為自己的數學還不錯，沒想到最

後上網查，翻課本參考資料一點都沒少做，也讓我們用更謙卑的心去看待數學這

門科學，感謝它無限賜與的驚喜。 

 四、感謝師長父母的支持： 

        謝謝同學們的陪伴，在困難的時候一起打氣，謝謝生活科技老師的協助，更

謝謝老師的引導，讓我們能恣意地做喜歡的事，任性地停留在自己想像裡那個簡

單又美麗的數學世界。 

    從進國一，我們就一直是一起學習美術的好的夥伴，有機會用美術視線，看見更

多不可思議的數學之美，讓數學的學習之路充滿難忘的色彩，這趟旅程我遇上了達文

西，也遇見了柏拉圖，我覺得，這已經為我們的國中生活留下美好又難忘的回憶。  
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