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摘要

本文探討「在平面上給定正 N邊形，畫出正 N邊形的所有對角線，並在各個頂點上標示出

1,2,3,4……,n，將ㄧ硬幣置於某ㄧ頂點，現甲乙欲移動硬幣(甲先乙後接續輪流)，使得硬

幣移動到的點累加頂點總數為 m，探討乙(後玩)必勝的數字。」，研究結果顯示奇數和偶數

各自有不同的規律，接著用樹狀圖來突顯出該問題背後的數學結構。

壹、研究動機

在某次上網瀏覽網站，我們找到了戲說數學這個平台中的一個關於數學遊戲的文章。這個遊

戲是搶 20，規則如下：「在平面上一個正五邊形，畫出正五邊形的所有對角線，並在各個

頂點上標示出 1,2,3,4,5，先玩的甲拿出一枚拾圓硬幣，放置在五個頂點中的一個，後玩的

乙必須將硬幣依著邊線或對角線，移動至其它編號的頂點。接著甲同樣將硬幣依著邊線或對

角線，移動至其它編號的頂點，即硬幣不可以不移動的意思。依此規則，輪流移動硬幣。將

移動到的頂點編號累加，當移動完硬幣後，頂點編號累加剛好為 20 者贏，放棄或超過 20 者

輸。」問是甲還是乙會贏?這個遊戲激起我們的興趣，分析研究必勝的策略。

貳、研究器材與設備

紙、筆、黑板、筆記型電腦

參、研究目的與問題

我們將原題目敘述中的五邊形改寫為任意邊形為 N，得到以下問題描述：「在平面上給定正

N 邊形，畫出正 N邊形的所有對角線，並在各個頂點上標示出 1,2,3,4……,n，現甲乙欲移

動硬幣甲先乙後，使得硬幣移動到的點累加總數為 m。當給定任意 n邊形，乙必定會贏的數

字 m是否有何規律?」

肆、研究過程或方法

名詞定義：m 為硬幣相加剛好等於的數

而因為我們要算乙必勝的數字，因此乙不一定必勝稱為甲勝

1、 規則：
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在一個 N邊形的 N個頂點上分別標示 1,2,…,n。甲,乙兩人,甲先在 N個點中選一個點放一個

硬幣,後放的乙必須將硬幣依著邊線或對角線，移動至其它編號的頂點。接著甲也一樣將硬

幣依著邊線或對角線，移動至其它編號的頂點(一定要出)頂點編號累加剛好為 m 者就贏了

(超過 m也算輸)。

二、找出五邊形後玩的人會贏的數字

(一) 乙一定會贏的數字為 n＝7,13,20,26……(5+2 的倍數或 5+2 的倍數+6)

    n=6時，甲只需把硬幣放在3的位置，不管乙放到1,2，甲只要再把硬幣放回2,1就可。

所以 n=6 也是先玩的甲會贏的數字。

   n=7 時，甲不管把硬幣放在 2,3,4,5，乙只要分別將其放在 5,4,3,2 的位置即可，而當

甲將硬幣放在 1 的位置，剩下的數字為 6，前面說過 6 是先玩的人會贏的數字，且先玩的人

須先將硬幣移到 3 的位置。所以當乙將硬幣移到 3 的位置時也就確立了乙在 n=7 時是必勝

的。
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n=8,9,10,11,12 時，甲分別將硬幣放在 1,2,3,4,5 的位置，剩餘的數皆為 7。因此時甲

變為後玩，所以他只需依照前面的做法就能贏得勝利。而當 n=13 時，若甲將硬幣放在

1,2,4,5的位置，乙可以把硬幣移到5,4,2,1，讓剩餘數字為7，乙獲勝。如果甲一開始放硬

幣在 3的位置，剩餘數字為 10，乙無法將硬幣移到 3這個位置，使剩餘數字為讓他絕對勝利

的 7，但他可以把硬幣移到 5，令剩餘數字也是 5 並順勢擋住甲，最後也是乙勝，所以 13 是

第二個乙必定獲勝的數字。

n=14,15,16,17,18 都是甲會必勝的數字。當 n=19 時，甲無法在第一次放置之後，讓剩

餘數字為 13，但這並不代表甲會輸，甲可以將硬幣放置在編號 3 位置，剩餘數字為 16，此

時乙被卡住，也無法移動，讓剩餘數字變成 13。

這時當乙移動到編號 1,2 的位置時，甲只需移動到編號 2,1 的位置，即可讓剩餘的數字

為 13，甲勝；當乙移動到編號 4,5 號 5,4 的位置，即可讓剩餘的數字為 7，甲勝，故 n=19

時，甲會獲勝。

當n=20時，甲如果移動到1，乙只要移動到3的位置，讓剩餘數字為16，同時卡住甲，

讓他無法移動硬幣到編號 3的位置，讓剩餘數字為 13。如果甲移動到 2,3,4,5 的位置時，乙

隨之移動到 5,4,3,2 的位置，就可以讓剩餘數字為 13。

n=21,22,23,24,25 都是甲會必勝的數字。當 n=26 時，甲如果移動到 1,2,4,5，乙只要

移動 5,4,2,1 的位置，當甲移動到 3的位置，乙雖然不能移動到 3使剩餘 20，但是它移動到

5的位置，甲就無法移動到13，甲只能移動到:1,2,3,4的位置，乙就隨之移動到:4,3,2,1，

乙就能移動到 13 的位置，故 26 是乙必勝的數字。
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當 n＝7,13,20,26 是乙必勝的數字，此時有一個隱形的規律已然浮出檯面，就是

當 N＝7 , 13 ,  20 ,  26 ……時，乙會必勝 。

    7          13        20        26

13k＋7        13k     13k＋7       13k

(k＝0)       (k＝1)    (k＝1)       (k＝2)

      7                13

     

   當 n=5 時，公式為：第奇數位為 7+13k；第偶數位為 13k(k 皆為正整數)

二、找出三邊形後玩的人會贏的數字

(一)乙一定會贏的數字為 n＝4,8,12,16……(3+1 的倍數)

   n=4 甲放 2卡乙的 2，剩下 2，甲只能放 1，乙不管放多少都會超過，甲獲勝。

    n=5，甲只能放 1，剩餘的數字為 4，4是先的會贏的數字，因此當 n=5 乙必勝。

2 3
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   n=6〜8，甲只要分別放 1,2,3 讓剩餘的數字為 5，5是後玩會贏的數字，甲勝。

    n=9 時，甲不管放多少都會使剩餘的數為 6,7,8，三個都是先的會贏的數字，因此乙必

勝，以此類推。

  當 n=3 時，公式為：k(3+1)(k 為正整數)

三、找出四邊形後玩的人會贏的數字

(一)乙一定會贏的數字為 n＝5,10,15,20……(4+1 的倍數)

  n=5 時，甲放 1,2,3,4，則乙放 4,3,2,1 即可，所以 n=5 是乙會贏的數字。

   n=6〜10 時，甲放 1,2,3,4 可使剩餘的數字為 5，5 是後玩會贏的數字，因此 n=6~10 是

甲贏的數字。

    n=11，甲不管放多少，都會使剩餘的數字為 6~10，6~10 是先玩的會贏數字，n=11 時是

乙必勝，以此類推。

當 n=4 時，公式為：k(4+1)(k 為正整數)

1

2

3

4
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四、找出六邊形後玩的人會贏的數字

(一)乙必勝的數字為 N＝7,14,21,28……(6+1 的倍數)

    n=7 甲如果放 1的位置，那乙就可以移動到 3的位置，卡住甲放 3，甲只能放 1,2，則乙

放 2,1 即可，因此 n=7 是後玩的乙必贏的數。

    n=8~13 甲分別放 1~6，就可將剩餘的數字剩於 7，7 是後贏的數字，所以當 n=8~13 時，

甲勝。

    n=14 甲放任何數字，都可使剩餘的數字為 8~13，8~13 皆是先的會贏的數字，因此 n=14

時是乙必勝的數字，以此類推。

   當 n=6 時，公式為：k(6+1)(k 為正整數)

1
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五、找出七邊形後玩的人會贏的數字

(一)乙一定會贏的數字為 n＝9,17,26……(17 的倍數或 17 的倍數+9)

    n=8 時甲放 4 卡住乙的 4，乙再放 2 卡住甲，剩餘的數字為 2，甲不能放 2，因此他放

1，而乙不管放多少都超過，所以 n=8 也是先玩的甲會贏的數字。

    n=9 時甲不管放 2~7，乙只要再放 7~2 就可，而當甲放 1 時，剩餘的數字為 8，8 是先玩

會贏的數字，而此時先玩的是乙，所以 n=9 是後玩的乙必勝的數字。

    n=10〜16 時，甲只要依序放 1~7，讓剩餘的數字是 9，9 是後玩會贏的數字，且這時的

甲是後玩的，因此當 n=10~16 時，甲必勝。

   n=17 時當甲放 1,2,3,5,6,7，讓剩餘的數字為 16,15,14,12,11,10 皆是先玩會贏的數

字，而當甲放 4 時，會卡住乙放 4，所以乙要放 2 卡住甲放到 2，甲只能放 1，剩餘的數

字為 10，而乙只可以放 5 來擋住甲，甲放 1,2,3,4，而乙放到 4,3,2,1 就贏了，所以當

n=17 時，乙必勝，以此類推。

2
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   n=7 的公式為：第奇數位為 9+17k；第偶數位為 17k(k 皆為正整數)

六、找出八邊形後玩的人會贏的數字

(一)乙一定會贏的數字為 n=9,18,27……(8+1 的倍數)

    n=9 時，甲不管放 1~8，乙只要放回 8~1 即可，因此當 n=9 時，後玩的乙必勝。

    n=10~17 時，甲分別將數字放到 8,7,6,5,4,3,2,1，可使剩餘的數字為 9，而前面說 9是

後玩會贏的數字，此時甲便是後玩，因此甲必勝。

    n=18 時，甲不管放多少，都會使剩餘的數字為 10~17，而 10~17 是先玩會贏的數字，現

在先玩的是乙，所以當 n=18 時，乙必勝，以此類推。

  當 n=8 時，公式為：k(8+1)(k 為正整數)

12
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七、找出九邊形後玩的人會贏的數字

(一)乙一定會贏的數字為 n=11,22,33……(22 的倍數或 22 的倍數+11)

    n=10 時，甲放 5卡剩下的數字，當乙放 1,2,3,4 時，甲只要放回 4,3,2,1 即可，因

此.n=10 的時候為甲贏。

    n=11 當甲放 2~9 時，乙分別放回 9~2 就贏了，而如果甲放 1，剩餘的數字為 10，前面

說 10 是先玩會贏的數字，因此 n=11 可讓後玩的乙獲勝。

    n=12~20 當甲分別放 1~9 時可使剩餘的數字為 11，前面說 11 是先玩會贏的數字，因此

當 n=12~20 時先玩的甲會贏。

    n=21，甲放 1,2,3,4,6,7,8,9 會使剩餘的數字分別為 20,19,18,17,15,14,13,12 而前面

說這些數先玩的會贏，但如果甲放 5，剩餘的數字為 16，雖然前面說 16 是先玩的會

贏，但必須是在第一步放 5條件才成立，可是現在 5被卡住了，乙如果放

1,2,3,4,6,7,8,9，會使剩餘的數字分別為 15,14,13,12,10,9,8,7，而這些數都是先玩

會贏的數字，甲勝。

    n=22 甲放 1~9 會讓剩餘的數字為 13~21，因這些數字皆是先玩的會贏，所以當時是先玩

的乙獲勝。

    n=23~31 當甲分別放 1~9 可使剩餘的數字為 22，而前面說 22 是後玩的會贏的數字，因
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此在當時是後玩的甲勝。

    n=32 時，甲分別放 1,2,3,4,6,7,8,9 可讓剩下的數為 31,30,29,28,26,25,24,23 而這

些數都是先玩會贏的數，乙會贏，而甲如果放 5可以讓乙搶不到 22，但如果乙放

1,2,3,4,6,7,9，甲就移動到 4,3,2,1,5,9,7，就可以搶到必勝點，如果乙移動到 8，甲

就移動到 4，乙移動到 1,3,4,5,6,7,8,9，甲都可以移動到 11 或 0，如果乙移動到 2，

甲只要移動到 1，乙就會被卡死，無法移動到 11 的位置，故 n=32 時甲會獲勝。

  n=33 時，甲移動到 2,3,4,5,6,7,8,9，乙只要移動 9,8,7,6,5,4,3,2 都可以移動到

22，甲如果移動到 1，乙只要移動到 5就可以將甲卡住，使的甲無法移動到 22，故 n=33

時乙會獲勝。

當 n=9 的公式為：第奇數位為 11+22k；第偶數位為 22k(k 皆為正整數)
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八、找出十邊形後玩的人會贏的數字

(一) 乙一定會贏的數字為 n=11,22,32……(11 的倍數)

   當 n=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 時，甲可以在一 開始就搶完，當 n=11 時，甲不管移動到哪

裡乙都可以移動到對應的位置獲勝。

   當 n=12,13,14,15,16,17,18,19 時，甲都可以在第二輪搶到而獲勝，當 n=22 時，甲不管

移動到哪裡乙都可以移動到對應的數字，依此類推。

當 n=10 時，乙必勝數字的公式為：k(10+1)(k 為正整數)

九、找出的 n邊形乙必勝數字和其規律

n 邊形 乙必勝數字 規律

3 邊形 4,8,12,16... (n+1)k

4 邊形 5,10,15,20... (n+1)k

5 邊形 7,13,20,26... 第奇數個為 n+2+13k

第偶數個為 13k

6 邊形 7,14,21,28... (n+1)k

7 邊形 9,17,26,34... 第奇數個為 n+2+17k

第偶數個為 17k

8 邊形 9,18,27,36... (n+1)k

9 邊形 11,22,33,44... 第奇數個為 n+2+22k

第偶數個為 22k

10 邊形 11,22,33,44... (n+1)k
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伍、研究結果與討論

從找出五邊形後玩的人必勝的數字，推展到 n 邊形後玩的人必贏的數字。我們發現乙(後玩

的人)必贏的數字在 n邊形有三種狀況。

1.(n+1)/2 為奇數時，第一個乙會贏的數字是 n+2 且與下一個數的間隔為 n+1，但第二個乙

必勝的數字與第三個數間隔是 n+1，到了與第四個間隔又回到 n+2 也就是說當(n+1)/2 為奇

數時，每三個數的間隔為 2n+3。如圖一。

圖一

2.n+1 為 2 的奇數次方時，第一個乙會贏的數是 n+2 且與下個數的間隔為 n+1。如圖二。

圖二

3.n 為上述兩條件以外的數時，乙必勝的數字是 n+1 的倍數。如圖三。

圖三
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乙的必勝數字的規律分為以下三種:

                                                                                                                                                                                                       

                                                                                                                        

陸、未來展望

目前我們找到任意 n邊形，乙必勝數字的規則。但這只是在一開始所設定的規則下玩這個遊

戲，未來我們會往更改遊戲規則，像是增加遊戲人數、改動 n邊形上的數字，而非僅是從 1

數到 n。

n

奇數
n+1為2奇數次方×奇數

n+1為2偶數次方×奇數

偶數 公式k(n+1)

公式為第 h個(n+2)+xk(xk=

第二個必勝數字的倍數) (h

為奇數,n,x,k皆為正整數)

公式為 k(n+1)

公式為第 h個 ak(k為第二

個必勝數字,任意) (h為偶

數,a,k皆為正整數)

n+1為 2
奇數次方×奇數

n+1為 2
偶數次方×奇數
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