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摘要 

本研究探討在𝑥天的假期中，每𝑎天中要念𝑏天書，最勤勞與最懶惰者之最多差異天數，

得到念書情形將以𝑎天為基本循環單位，在假期天數𝑥 = 𝑎𝑛 + 𝑐，min(𝑏, 𝑎 − 𝑏) ≤ 𝑐 ≤

max(𝑏, 𝑎 − 𝑏) 時，能找到最多差異天數為min(𝑏, 𝑎 − 𝑏)。進而探討在兩個條件、三個條

件…n 個條件均須滿足的狀況下，最小的循環單位與差異最大的情形，並獲得多限制條

件的數列建構方式。 

 

 
 

壹、研究動機 

放假是學生在冗長的知識學習中最為期待的小確幸，但是假期學習失落是師長們最為擔

心的一件事。我們在科學研習月刊「森棚教官的數學題」中，我們找到了名為「周休二

日」的數學題目，題目敘述如下：「有一次放了三天的連假，老師叮嚀學生每連續兩天之

中要剛好讀一天書。那麼最勤勞者與最偷懶者讀書天數最多可以差幾天？」這個題目激

發了我們的好奇心，我們想要知道不同的放假天數與讀書天數之間的關係，於是我們希

望能夠透過更多的方式來完整的詮釋這一個有趣的題目。 

 

 

 

貳、研究目的 
將原題目一般化後，我們要探討的題目為： 

一、探討在𝑥天的假期中，每𝑎天中要念𝑏天書，在滿足條件的最低程度下，最勤勞與最

懶惰者之最多差異天數。 

 

二、探討在𝑥天的假期中，同時滿足(1)每𝑎1天中要念𝑏1天書、(2)每𝑎2天中要念𝑏2天書， 

在滿足條件的最低程度下，最勤勞與最懶惰者之最多差異天數。 

 

三、探討在𝑥天的假期中，同時滿足(1)每𝑎1天中要念𝑏1天書、(2)每𝑎2天中要念𝑏2天書、 

(3)每𝑎3天中要念𝑏3天書，在滿足條件的最低程度下，最勤勞與最懶惰者之最多差異

天數。 

 

 

參、研究設備及器材 

計算紙、筆、小白板、彩色白板筆、MS Office、筆記型電腦 
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肆、研究過程與討論 

一、 名詞定義 

(一).  {
𝑏

𝑎
}
𝑥
：在𝑥天的假期中，每連續𝑎天中要念𝑏天書。 

(二). {
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
}
𝑥
：探討在𝑥天的假期中，同時滿足(1)每𝑎1天中要念𝑏1天書、(2)每𝑎2天中要念

𝑏2天書。 

(三). 最大公切單位(
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
)：若

𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
，則我們稱

(𝑏1,𝑏2)

(𝑎1,𝑎2)
為最大公切單位。 

       例如：(
3

6
,
2

4
) =

1

2
、(

4

12
,
6

18
) =

2

6
 

 

二、 研究一： 

探討在𝒙天的假期中，每 a 天中要念 b 天書，在滿足條件的最低程度下，最勤勞與最

懶惰者之最多差異天數。 

(一).  原題 {
𝑏

𝑎
} = {

1

2
}  

1. {
1

2
}
3
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxo 2 66.7% 1 33.3% 

最少 xox 1 33.3% 

 

2. {
1

2
}
4
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxox 2 50% 0 0% 

最少 xoxo 2 50% 

  

3. {
1

2
}
5
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxoxo 3 60% 1 20% 

最少 xoxox 2 40% 
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4. {
1

2
}
6
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxoxox 3 50% 0 0% 

最少 xoxoxo 3 50% 

  

5. {
1

2
}
2𝑘−1

 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxox…xoxo 𝑘 𝑘

2𝑘 − 1
 

1 1

2𝑘 − 1
 

最少 xoxo…oxox 𝑘 − 1 𝑘 − 1

2𝑘 − 1
 

 

6. {
1

2
}
2𝑘

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxox…oxox k 50% 0 0% 

最少 xoxo…xoxo k 50% 

 

(二). {
𝑏

𝑎
} = {

1

3
} 

1. {
1

3
}
3
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxx 1 33.3% 0 0% 

最少 xxo 1 33.3% 

 

2. {
1

3
}
4
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 Oxxo 2 50% 1 25% 

最少 Xxox 1 25% 

  

3. {
1

3
}
5
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 Oxxox 2 40% 1 20% 

最少 Xxoxx 1 20% 
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4. {
1

3
}
6
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 Oxxoxx 2 33.3% 0 0% 

最少 Xxoxxo 2 33.3% 

  

5. {
1

3
}
3𝑘

 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxx…oxx k 33.3% 0 0% 

最少 xxo…xxo k 33.3% 

 

6. {
1

3
}
3𝑘+1

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxx…oxxo K+1 (𝑘 + 1)

3k + 1
 

1 1

3k + 1
 

最少 xxo…xxox k 𝑘

3k + 1
 

  

7. {
1

3
}
3𝑘+2

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxx…oxxox K+1 𝑘 + 1

3k + 2
 

1 1

3k + 1
 

最少 xxo…xxoxx k 𝑘

3k + 2
 

  

(三). {
𝑏

𝑎
} = {

2

3
} 

1. {
2

3
}
3
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oox 2 66.7% 0 0% 

最少 xoo 2 66.7% 
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2. {
2

3
}
4
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxo 3 75% 1 25% 

最少 xoox 2 50% 

  

3. {
2

3
}
5
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxoo 4 80% 1 20% 

最少 xooxo 3 60% 

  

4. {
2

3
}
6
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxoox 4 66.7% 0 0% 

最少 xooxoo 4 66.7% 

  

5. {
2

3
}
3𝑘

 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oox…oox 2𝑘 66.7% 0 0% 

最少 xoo…xoo 2𝑘 66.7% 

 

6. {
2

3
}
3𝑘+1

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oox…ooxo 2𝑘 + 1 2𝑘 + 1

3k + 1
 

1 1

3k + 1
 

最少 xoo…xoox 2𝑘 2𝑘

3k + 1
 

  

7. {
2

3
}
3𝑘+2

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oox…ooxoo 2𝑘 + 2 2𝑘 + 2

3k + 1
 

1 1

3k + 1
 

最少 xoo…xooxo 2𝑘 + 1 2𝑘 + 1

3k + 1
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(四).  {
𝑏

𝑎
} = {

1

4
} 

1. {
1

4
}
4
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxxx 1 25% 0 0% 

最少 xxxo 1 25% 

  

2. {
1

4
}
5
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxxxo 2 40% 1 20% 

最少 xxxox 1 20% 

  

3. {
1

4
}
6
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxxxox 2 33.3% 1 16.7% 

最少 xxxoxx 1 16.7% 

  

4. {
1

4
}
7
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxxxoxx 2 28.6% 1 14.3% 

最少 xxxoxxx 1 14.3% 

 

5. {
1

4
}
4𝑘

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxxx…oxxx k 25% 0 0% 

最少 xxxo…xxxo 𝑘 25% 

  

6. {
1

4
}
4𝑘+1

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxxx…oxxxo k + 1 𝑘 + 1

4k + 1
 

1 1

4k + 1
 

最少 xxxo…xxxox 𝑘 𝑘

4k + 1
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7. {
1

4
}
4𝑘+2

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxxx…oxxxox k + 1 𝑘 + 1

4k + 2
 

1 1

4k + 2
 

最少 xxxo…xxxoxx 𝑘 𝑘

4k + 2
 

  

8. {
1

4
}
4𝑘+3

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 oxxx…oxxxoxx k + 1 𝑘 + 1

4k + 3
 

1 1

4k + 3
 

最少 xxxo…xxxoxxx 𝑘 𝑘

4k + 3
 

  

(五). {
𝑏

𝑎
} = {

2

4
} 

1. {
2

4
}
4
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxx 2 50% 0 0% 

最少 xxoo 2 50% 

  

2. {
2

4
}
5
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxxo 3 60% 1 20% 

最少 xxoox 2 40% 

  

 

3. {
2

4
}
6
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxxoo 4 66.7% 2 33.3% 

最少 xxooxx 2 33.3% 
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4. {
2

4
}
7
 

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxxoox 4 57.1% 1 14.3% 

最少 xxooxxo 3 42.8% 

 

5. {
2

4
}
4𝑘

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxx…ooxx 2k 50% 0 0% 

最少 xxoo…xxoo 2𝑘 50% 

  

6. {
2

4
}
4𝑘+1

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxx…ooxxo 2k + 1 2𝑘 + 1

4k + 1
 

1 1

4k + 1
 

最少 xxoo…xxoox 2𝑘 2𝑘

4k + 1
 

  

7. {
2

4
}
4𝑘+2

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxx…ooxxoo 2k + 2 2𝑘 + 2

4k + 2
 

2 2

4k + 2
 

最少 xxoo…xxooxx 2𝑘 2𝑘

4k + 2
 

  

8. {
2

4
}
4𝑘+3

  

 過程 念書天數 念書比例 相差天數 相差比例 

最多 ooxx…ooxxoox 2k + 2 2𝑘 + 2

4k + 3
 

1 1

4k + 3
 

最少 xxoo…xxooxxo 2𝑘 + 1 2𝑘 + 1

4k + 3
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(六). 研究一討論 

從討論以上幾個例子的過程中，我們發現： 

1. 最勤勞的念書方式為先念𝑏天，再休息𝑎 − 𝑏天；最懶惰的念書方式為休息𝑎 − 𝑏

天，再念𝑏天。 

2. 顯然，當𝑥越大，兩者相差比例越小。因此在滿足老師要求的條件下，越長的

假期差異越小。 

 

3. {
𝑏

𝑎
}
𝑥
有循環性，且最小的循環單位為𝑎。 

【證明】 

假設數列{𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, … 𝑑𝑎, 𝑑𝑎+1, … 𝑑𝑥}為𝑥天中的念書方式，其中有唸書的那天為

1，沒唸書的那天為 0。 

則𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎 = 𝑏 = 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎+1， 

且𝑑𝑎+1 + 𝑑𝑎+2 + 𝑑𝑎+3 +⋯+ 𝑑2𝑎 = 𝑏 = 𝑑𝑎+2 + 𝑑𝑎+3 +⋯+ 𝑑2𝑎+1且 

可知𝑑1 = 𝑑𝑎+1 = 𝑑2𝑎+1 = 𝑑3𝑎+1… 

同理𝑑2 = 𝑑𝑎+2 = 𝑑2𝑎+2 = 𝑑3𝑎+2… 、 𝑑𝑐 = 𝑑𝑎+𝑐 = 𝑑2𝑎+𝑐 = 𝑑3𝑎+𝑐 …  

其中𝑐為正整數 

因此(𝑎, 𝑏)𝑥必有循環性，且最小的循環單位為𝑎。 

 

4. 設𝑐為小於𝑎的非負整數，𝑛是非負整數。 

在假期天數𝑥 = 𝑎𝑛 + 𝑐，min(𝑏, 𝑎 − 𝑏) ≤ 𝑐 ≤ max(𝑏, 𝑎 − 𝑏) 時，能找到最多差

異天數為min(𝑏, 𝑎 − 𝑏)。 

【證明】 

最多差異天數發生於勤勞者連續念𝑏日時，或懶惰者連續休息a − 𝑏日時 

若𝑏 ≥ c ≥ 𝑎 − 𝑏， 

最勤勞者：𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑐 = 𝑑1 + 𝑑2 +⋯+ 𝑑𝑎−𝑏 +⋯+ 𝑑𝑐 

                   = 1 + 1 +⋯+ 1 = c 

最懶惰者：𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑐 = 𝑑1 + 𝑑2 +⋯+ 𝑑𝑎−𝑏 +⋯+ 𝑑𝑐 

                                                    = 0 + 0 +⋯+ 0 + 1 + 1 +⋯+ 1 = 𝑐 − (𝑎 − 𝑏) 

因此差異為𝑐 − [𝑐 − (𝑎 − 𝑏)] = 𝑎 − 𝑏   為與𝑐無關的定值  

 

同理若𝑎 − 𝑏 ≥ c ≥ 𝑏， 

最勤勞者：𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑐 = 𝑑1 + 𝑑2 +⋯+ 𝑑𝑏 +⋯+ 𝑑𝑐  

                   = 1 + 1 +⋯+ 1 + 0 +⋯+ 0 = b 

最懶惰者：𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑐 = 𝑑1 + 𝑑2 +⋯+ 𝑑𝑏 +⋯+ 𝑑𝑐       

            = 0 + 0 +⋯+ 0 = 0 

因此差異為𝑏 − 0 = 𝑏   為與𝑐無關的定值 

所以只要𝑐介於𝑎 − 𝑏、𝑏之間，{
𝑏

𝑎
}
𝑥
的最大差異值為min(𝑏, 𝑎 − 𝑏)。得證 
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三、 研究二 

探討在𝑥天的假期中，同時滿足條件 A：每𝑎1天中要念𝑏1天書、與條件 B：每𝑎2天中要念

𝑏2天書，最勤勞與最懶惰者之最多差異天數。 

 

不失一般性，我們將分為(一)
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
 與 (二)

𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
 來討論。 

 

(一). 
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
 

1. 若𝑎1 = 𝑎2，則𝑏1 = 𝑏2，同研究一。 

 

2. 若𝑎2 > 𝑎1  

例 1 ：{
1

2
,
2

4
} 

(1). {
1

2
,
2

4
}
4
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxox 2 0 

 

2 

最少 xoxo 2 

  

(2). {
1

2
,
2

4
}
5
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxo 3 1 2 

最少 xoxox 2 

  

(3). {
1

2
,
2

4
}
6
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxox 3 0 2 

最少 xoxoxo 3 

  

 

(4). {
1

2
,
2

4
}
2𝑘

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxox…ox 𝑘 0 2 

最少 xoxo…xo 𝑘 
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(5). {
1

2
,
2

4
}
2𝑘+1

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxox…oxo 𝑘 + 1 1 2 

最少 xoxo…xox 𝑘 

  

例 2：{
2

4
,
3

6
} 

(1). {
2

4
,
3

6
}
6
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxox 3 0 

 

2 

最少 xoxoxo 3 

  

(2). {
2

4
,
3

6
}
7
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxoxo 4 1 2 

最少 xoxoxox 3 

  

(3). {
2

4
,
3

6
}
8
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxoxox 4 0 2 

最少 xoxoxoxo 4 

  

(4). {
2

4
,
3

6
}
2𝑘

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxox…ox 𝑘 0 2 

最少 xoxo…xo 𝑘 

  

(5). {
2

4
,
3

6
}
2𝑘+1

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxox…oxo 𝑘 + 1 1 2 

最少 xoxo…xox 𝑘 
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研究二-(一)  討論： 
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
，且𝑎2 > 𝑎1 

經過以上幾個例子，我們在研究二-(一)發現： 

在兩個限制條件比例相同的狀況下，過程與兩個分數的最大公切單位 (
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
) 相同。 

   故結果將與一個限制條件下之 (
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
) 等價。 

【證明】：設
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
=

𝑞

𝑝
，其中(𝑝, 𝑞) = 1 且 𝑎1 = 𝑚𝑝、𝑏1 = 𝑚𝑞、𝑎2 = 𝑛𝑝、𝑏2 = 𝑛𝑞 

則(
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
) =

(𝑚,𝑛)𝑞

(𝑚,𝑛)𝑝
 

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎1 = 𝑏1…① 

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎2 = 𝑏2…② 

兩式相減得： 

𝑑𝑎1+1 + 𝑑𝑎1+2 + 𝑑𝑎1+3 +⋯+ 𝑑𝑎2 = 𝑏2 − 𝑏1…③ 

即𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎1−𝑎2 = 𝑏2 − 𝑏1…④ 

(𝑚, 𝑛)𝑝|𝑎2 − 𝑎1、(𝑚, 𝑛)𝑞|𝑏2 − 𝑏1 

由輾轉相除法原理運算，可得 

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑(𝑚,𝑛)𝑝 = (𝑚, 𝑛)𝑞    得證。 

(二). 
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
 

在這個項目中，我們發現隨著可連續休息天數𝑎 − 𝑏的不同，而有不一樣的結果， 

因此我們分為 1. 𝑎1 − 𝑏1 ≤ 𝑎2 − 𝑏2   2. 𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2 來討論 

 

(三).  

1. 在 
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
 的條件下，𝑎1 − 𝑏1 ≤ 𝑎2 − 𝑏2， 

例 1：{
3

5
,
2

4
}  

(1).  {
3

5
,
2

4
}
5
  

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oooxx 3 0 5 

最少 xxooo 3 

 

(2). {
3

5
,
2

4
}
6
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oooxxo 4 1 5 

最少 xxooox 3 
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(3). {
3

5
,
2

4
}
7
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oooxxoo 5 2 5 

最少 xxoooxx 3 

  

(4). {
3

5
,
2

4
}
8
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oooxxooo 6 2 5 

最少 xxoooxxo 4 

  

(5). {
3

5
,
2

4
}
9
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oooxxooox 6 1 5 

最少 xxoooxxoo 5 

  

 

例 2：{
4

5
,
1

3
}  

(1). {
4

5
,
1

3
}
5
  

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oooox 4 0 5 

最少 xoooo 4 

 

 

(2). {
4

5
,
1

3
}
6
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooooxo 5 1 5 

最少 xoooox 4 

  

(3). {
4

5
,
1

3
}
7
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooooxoo 6 1 5 

最少 xooooxo 5 
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(4). {
4

5
,
1

3
}
8
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooooxooo 7 1 5 

最少 xooooxoo 6 

  

(5). {
4

5
,
1

3
}
9
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooooxoooo 8 1 5 

最少 xooooxooo 7 

 

 

    研究二-(二)  討論： 
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
，且𝑎1 − 𝑏1 ≤ 𝑎2 − 𝑏2 

經過上述例子我們在 
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
，且𝑎1 − 𝑏1 ≤ 𝑎2 − 𝑏2 狀況下我們發現： 

在兩個限制條件比例不同的狀況下，所有滿足比例較大的 {
𝒃𝟏

𝒂𝟏
}過程，也會滿足{

𝒃𝟐

𝒂𝟐
}，

過程與兩個限制中比例較大的 {
𝒃𝟏

𝒂𝟏
} 相同。結果將與一個限制條件下之 {

𝒃𝟏

𝒂𝟏
} 等價。 

【證明】： 

 

(1) 若𝑎1 = 𝑎2，則𝑏1 > 𝑏2，顯然成立。 

 

(2) 若𝑎1 > 𝑎2 

使用反證法，假設存在一種念書過程，滿足{
𝑏1

𝑎1
}，但不滿足{

𝑏2

𝑎2
} 

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎1 = 𝑏1…① 

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎2 < 𝑏2…② 

①＋②× (−1)： 則 𝑑𝑎2+1 + 𝑑𝑎2+2 + 𝑑𝑎2+3 +⋯+ 𝑑𝑎1 > 𝑏1 − 𝑏2 

因為𝑑𝑎2+1 + 𝑑𝑎2+2 + 𝑑𝑎2+3 +⋯+ 𝑑𝑎1 ≤ 𝑎1 − 𝑎2 

所以𝑎1 − 𝑎2 > 𝑏1 − 𝑏2  ⇒ 𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2   與題意矛盾！ 

因此若𝑎1 > 𝑎2，滿足{
𝑏1

𝑎1
}者，必滿足{

𝑏2

𝑎2
} 
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(3)  若𝑎1 < 𝑎2 

使用反證法，假設存在一種念書過程，滿足{
𝑏1

𝑎1
}，但不滿足{

𝑏2

𝑎2
} 

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎2 ≥ 𝑎2 ×
𝑏1

𝑎1
…① 

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 +⋯+ 𝑑𝑎2 < 𝑏2…② 

即𝑏2 > 𝑎2 ×
𝑏1

𝑎1
   ⇒    

𝑏2

𝑎2
>

𝑏1

𝑎1
   與題意矛盾！ 

因此若𝑎1 < 𝑎2，滿足{
𝑏1

𝑎1
}者，必滿足{

𝑏2

𝑎2
} 

綜合(1)、(2)、(3)之說明，得證。 

 

2. 在 
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
 的條件下，𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2， 

例 1 ： {
3

5
,
1

2
}   

(1). {
3

5
,
1

2
}
5
  

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxox 3 0 5 

最少 xoxoo 3 

 

(2). {
3

5
,
1

2
}
6
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxox o 4 1 5 

最少 xoxoo x 3 

  

(3). {
3

5
,
1

2
}
7
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxox oo 5 1 5 

最少 xoxoo xo 4 

  

(4). {
3

5
,
1

2
}
8
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxox oox 5 1 5 

最少 xoxoo xox 4 
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(5). {
3

5
,
1

2
}
9
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxox ooxo 6 1 5 

最少 xoxoo xoxo 5 

 

(6). {
3

5
,
1

2
}
10

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxox ooxox 6 0 5 

最少 xoxoo xoxoo 6 

  

例 2：{
2

5
,
1

3
}  

(1). {
2

5
,
1

3
}
5
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxx 2 0 5 

最少 xxoxo 2 

 

(2). {
2

5
,
1

3
}
6
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxx o 3 1 5 

最少 xxoxo x 2 

  

(3). {
2

5
,
1

3
}
7
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxx ox 3 1 5 

最少 xxoxo xx 2 

  

(4). {
2

5
,
1

3
}
8
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxx oxo 4 1 5 

最少 xxoxo xxo 3 
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(5). {
2

5
,
1

3
}
9
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxx oxox 4 1 5 

最少 xxoxo xxox 3 

 

(6). {
2

5
,
1

3
}
10

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 oxoxx oxoxx 4 0 5 

最少 xxoxo xxoxo 4 

  

例 3：{
5

8
,
3

5
}   

(1). {
5

8
,
3

5
}
8
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxooxox  5 0 8 

最少 xoxooxoo 5 

 

(2). {
5

8
,
3

5
}
9
 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxooxox o 6 1 8 

最少 xoxooxoo x 5 

  

(3). {
5

8
,
3

5
}
10

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxooxox oo 7 1 8 

最少 xoxooxoo xo 6 

  

(4). {
5

8
,
3

5
}
11

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxooxox oox 7 1 8 

最少 xoxooxoo xox 6 

  



 19 

(5). {
5

8
,
3

5
}
12

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxooxox ooxo 8 1 8 

最少 xoxooxoo xoxo 7 

 

(6). {
5

8
,
3

5
}
13

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxooxox ooxoo 9 1 8 

最少 xoxooxoo xoxoo 8 

  

(7). {
5

8
,
3

5
}
14

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxooxox ooxoox 9 1 8 

最少 xoxooxoo xoxoox 8 

 

(8). {
5

8
,
3

5
}
15

 

 過程 念書天數 相差天數 循環單位天數 

最多 ooxooxox ooxooxo 10 1 8 

最少 xoxooxoo xoxooxo 9 

 

 

 研究二-(二).2 討論：在 
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
 的條件下，𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2 

在這種類型的討論中，我們發現此過程較其他都複雜，主要是因為
𝑏1

𝑎1
的比例較大，條件相對

嚴格；但可連續休息天數較多，條件卻相對寬鬆，因此循環單位必須同時衡量兩個條件沒有

前面幾種來的單純。 

我們有以下幾個發現： 

 

(1). 𝑎1必大於𝑎2。 

【證明】由 
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
    ⟹   1 −

𝑏1

𝑎1
< 1 −

𝑏2

𝑎2
    ⟹   

𝑎1−𝑏1

𝑎1
<

𝑎2−𝑏2

𝑎2
  ⟹   

𝑎2

𝑎1
<

𝑎2−𝑏2

𝑎1−𝑏1
< 1 

    故
𝑎2

𝑎1
< 1，因此𝑎1 > 𝑎2。 
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(2). 必存在長度為𝑎1的循環單位。 

【方法】①若𝑏1 ≥ (𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟})，如例 1、例 2 

        則依照{
𝑏2

𝑎2
}的限制，以最勤勞的方式執行𝑎1日，即 {

𝑏2

𝑎2
}
𝑎1

 

                 （執行n組𝑎2，剩下𝑟日，其中𝑟 = 𝑎1 − 𝑛𝑎2 < 𝑎2） 

        此時在𝑎1日內，已安排了𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟}個念書日 

    我們從最前面起，依序將𝑏1 − (𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟})個休息日置換為工作日 

    如此一來，在𝑎1日中，恰有𝑏1個念書日；而在其中每𝑎2日中，必至少有𝑏2個 

    念書日。 

    我們在循環中挑選連續念書天數最長為開端，且長度為𝑎1者，為最勤勞的念 

    書方法；而在循環中挑選連續休息天數最長為開端，且長度為𝑎1者，為最偷 

    懶的念書方法。 

        ②若𝑏1 < (𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟})，如例 3 

        依照{
𝑏2

𝑎2
}的限制，按比例執行𝑎1日。 

                （執行n組𝑎2，剩下𝑟日，其𝑟 = 𝑎1 − 𝑛𝑎2 < 𝑎2） 

    此時在𝑎1日內，已安排了𝑛𝑏2 + [𝑟 ×
𝑏2

𝑎2
]個念書日。 

    同理，我們在循環中挑選連續念書天數最長為開端，且長度為𝑎1者，為最勤 

    勞的念書方法；而在循環中挑選連續休息天數最長為開端，且長度為𝑎1者， 

    為最偷懶的念書方法。 

 

四、 研究三 

探討在𝑥天的假期中，同時滿足條件 A：每𝑎1天中要念𝑏1天書、條件 B：每𝑎2天中要念𝑏2天

書、與條件 C：每𝑎3天中要念𝑏3天書，在滿足此三條件的最低程度下，最勤勞與最懶惰

者之最多差異天數。 

 

不失一般性，我們將狀況分為三種狀況來討論： 

(一). (
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
, 𝑎2 > 𝑎1)、

𝑏3

𝑎3
  

(二). (
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
, 𝑎1 − 𝑏1 ≤ 𝑎2 − 𝑏2)、

𝑏3

𝑎3
 

(三). (
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
, 𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2)、

𝑏3

𝑎3
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(一). (
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
, 𝑎2 > 𝑎1)、

𝑏3

𝑎3
 

(
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
, 𝑎2 > 𝑎1)在研究 2 中我們推導出比例相同的狀況下，過程與兩個分數的最

大公切單位
𝑏𝛼

𝑎𝛼
= (

𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
)相同，故結果將與一個限制條件下之 {

𝑏𝛼

𝑎𝛼
}
𝑥
 等價。 

，所以我們可以將(
𝑏1

𝑎1
、

𝑏2

𝑎2
、

𝑏3

𝑎3
)換成{

𝑏𝛼

𝑎𝛼
、

𝑏3

𝑎3
}，而進入研究 2 討論。 

 

(二). (
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
, 𝑎1 − 𝑏1 ≤ 𝑎2 − 𝑏2)、

𝑏3

𝑎3
         

在兩個限制條件比例不同的狀況下，所有滿足比例較大的 {
𝑏1

𝑎1
}過程，也會滿足{

𝑏2

𝑎2
}，

過程與兩個限制中比例較大的 {
𝑏1

𝑎1
} 相同。結果將與一個限制條件下之 {

𝑏1

𝑎1
} 等價。 

，所以我們可以將(
𝑏1

𝑎1
、

𝑏2

𝑎2
、

𝑏3

𝑎3
)換成{

𝑏1

𝑎1
、

𝑏3

𝑎3
}，而進入研究 2 討論。 

 

(三). (
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
, 𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2)、

𝑏3

𝑎3
 

在這樣的狀況下，我們在又細分為(三)-1. 𝑏1 ≥ (𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟})、(三)-2.𝑏1 <

(𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟})這兩種來討論，在這兩種狀況中，我們還無法用數學式來表示在

幾天的假期中能有最大的差異，但我們找到了如何找到最小循環單位的方式。 

若
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
屬於這類，建議先比較

𝑏1

𝑎1
,
𝑏3

𝑎3
、或

𝑏2

𝑎2
,
𝑏3

𝑎3
是否符合前兩類能化簡的類型。 

若倆倆均屬於此類，即(
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
>

𝑏3

𝑎3
, 𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2 > 𝑎3 − 𝑏3)，我們以下面的

例子作為操作參考： 

例：{
7

11
,
5

8
,
3

5
}
𝑥
 

    從比例較小的兩者
5

8
,
3

5
先比較，因5 < 3 × 1 + 3，屬於(三)-2.的形式 

因此依比例建構{
3

5
}
8
：oxoxooxo 

接著再依此建構比例最大的
7

11
：oxoxooxo oxo 

所以{
7

11
,
5

8
,
3

5
}
𝑥
=oxoxooxooxo oxoxooxooxo oxoxooxooxo… 

故最勤勞的念書方式取𝑑5~𝑑15: ooxooxooxox 

 最懶惰的念書方式取𝑑2~𝑑12: xoxooxooxoo 
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五、 研究四 

探討在𝑥天的假期中，同時滿足每𝑎1天中要念𝑏1天書、每𝑎2天中要念𝑏2天書、…、每𝑎𝑛天

中要念𝑏𝑛天書，在滿足此𝑛條件的最低程度下，最勤勞與最懶惰者之最多差異天數。 

 

根據研究一～研究三的研究成果，我們可以將限制條件延伸至𝑛個條件。 

所有的狀況都能夠簡化成{
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
, … ,

𝑏𝑘

𝑎𝑘
}
𝑥
 

其中(
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
> ⋯ >

𝑏𝑘

𝑎𝑘
, 𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2 > ⋯ > 𝑎𝑘 − 𝑏𝑘) 

在這種狀況中我們從比例較小的限制逐步向比例大的限制建構，依據研究二的研究結論，

{
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
, … ,

𝑏𝑘

𝑎𝑘
}
𝑥
之最小循環單位天數為𝑎1天。 

 

 

伍、結論 

一、由研究一我們在{
𝑏

𝑎
}
𝑥
獲得的結論如下： 

(一). {
𝑏

𝑎
}
𝑥
有循環性，且最小的循環單位為𝑎。 

(二). 在假期天數𝑥 = 𝑎𝑛 + 𝑐，min(𝑏, 𝑎 − 𝑏) ≤ 𝑐 ≤ max(𝑏, 𝑎 − 𝑏) 時，能找到最多差異天

數為min(𝑏, 𝑎 − 𝑏)。 

(三). 最勤勞的念書方式為先念𝑏天，再休息𝑎 − 𝑏天；最懶惰的念書方式為休息𝑎 − 𝑏天，

再念𝑏天。 

(四). 當𝑥越大，兩者相差比例越小。因此在滿足老師要求的條件下，越長的假期差異越

小。 

 

二、基於研究一的結論，我們在{
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
}
𝑥
獲得的結論如下：  

(一). 若
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
，與兩個分數的最大公切單位 

𝑏𝛼

𝑎𝛼
= (

𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
) 相同。故結果將與一個限

制條件下之 {
𝑏𝛼

𝑎𝛼
}
𝑥
等價。 

 

(二). 若
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
，且𝑎1 − 𝑏1 ≤ 𝑎2 − 𝑏2 

在兩個限制條件比例不同的狀況下，所有滿足比例較大的 {
𝑏1

𝑎1
}過程，也會滿足{

𝑏2

𝑎2
}，

過程與兩個限制中比例較大的 {
𝑏1

𝑎1
} 相同。結果將與一個限制條件下之 {

𝑏1

𝑎1
} 等價。 
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(三). 若 
𝑏1

𝑎1
>

𝑏2

𝑎2
，且𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2 

(1) 𝑎1必大於𝑎2 

(2) 循環單位長度為𝑎1。 

(3) 建構方式： 

  若𝑏1 ≥ (𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟})，則依最勤勞的念書方式寫出{
𝑏2

𝑎2
}
𝑎1

，再將

𝑏1 − (𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟})個休息日置換為工作日。在循環中挑選連續念書天數最長為

開端，且長度為𝑎1者，為最勤勞的念書方法；而在循環中挑選連續休息天數最長為

開端，且長度為𝑎1者，為最偷懶的念書方法。 

  若𝑏1 < (𝑛𝑏2 +min{𝑏2, 𝑟})，則按比例寫出{
𝑏2

𝑎2
}
𝑎1

，在循環中挑選連續念書天數

最長為開端，且長度為𝑎1者，為最勤勞的念書方法；而在循環中挑選連續休息天數

最長為開端，且長度為𝑎1者，為最偷懶的念書方法。 

 

 

基於研究一、二的結論，多限制的構造流程如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

先將所有限制條件之比例依大小排列，

判斷是否有相同比例(
𝑏1

𝑎1
=

𝑏2

𝑎2
,𝑎2 > 𝑎1) 

將{
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
}以

𝑏𝛼

𝑎𝛼
= (

𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
) 

代替{
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
,
𝑏3

 𝑎3
}={

𝑏𝛼

𝑎𝛼
,
𝑏3

𝑎3
} 

同研究 2 

 

 
𝑏1
𝑎1

>
𝑏2
𝑎2

, 𝑎1 − 𝑏1 ≤ 𝑎2 − 𝑏2  

判斷是否有 

 

是 否 

否 是 

𝑏1
𝑎1

>
𝑏2
𝑎2

>
𝑏3
𝑎3

, 𝑎1 − 𝑏1 > 𝑎2 − 𝑏2 > 𝑎3 − 𝑏3 

從比例較小的
𝑏2

𝑎2
,
𝑏3

 𝑎3
著手，逐步向

比例大的限制建構。 

將 {
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
} 以

𝑏1

𝑎1
代 替

{
𝑏1

𝑎1
,
𝑏2

𝑎2
,
𝑏3

 𝑎3
}={

𝑏1

𝑎1
,
𝑏3

𝑎3
} 

同研究 2 
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陸、未來展望 

  在這次的研究中，沒想到從一個看似簡單的小問題，再增加限制條件後，可以成為

如此有趣的題目，而有這麼多的變化性。我們從念書天數比例、可連續休息天數進行分

析，逐步的從已研究的基礎解決多限制的問題。但仍然有可以再研究之處，包含研究二

中第 3 部分的一般化，是我們正在努力的目標。 

  由於在生活中不一定只有工作、休息兩個選項，期望在更進一步的研究中，能夠往

多元素、多限制條件的方向進行研究，能有機會將其結果於生活中獲得實際的應用。 
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